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AVERTISSEMENT. 



juA premise Edition de cet Oayrage manqae de 

methode , et consequemment de ce qui &it la 

principal merite d'un liyre ^lementaire : elle basse 

a desiro: plusieurs formules qui, sans ^tre exclu* 

I sivement preferables a d'autres , les remplacent 

< ayantageusement dans la resolution d'un grand 

^ nowhre de questions ; quelques solutions ne sont 

^ pas cpmpletes ou assez approfondies , d'autres sont 

"^ penibles ; les problemes de I'espace sont m^les avec 

les problemes a deux dimensions j enfin la notation 

est souvent defectueuse. 

Jlinsi regardant ce premier travail comme non- 
avenu , j'ai refait un nouveau Traite plus melho- 
dique, plus soign^ et plus comj^et, ou j'ai mis; a 
profit' les precieux materiaux que j'al Irouves 
dans les Annales Mathematiques , rediges par 
M. Gergonne, professeur au Lycee de Nismes; 
dans les I^lemens d' Analyse geometrique et d'Ana-* 
lyse algebrique , appliquees a la recherche des 
lieux geometriques , par M. Simon Lhuillier , 
professeur a rAcad^mie de Gen^ye ; dans le Re-* 
cueil de diyerses propositions de Gemnetrie , par 
M. Puissant, recueil qui se recommande par le 
choix des questions et I'elegance des solutions ; 
^t enfin dans ^elques Memoires sur difierens 



V} AVERTISSEMENT. 

points d'analyse , repandus dans les Journaux de 

Sciences. 

* 

C'est dans la partie de ce Traits qui s'applique 
a I'espace , et qui comprend six des vingt - un 
chapitres de FOuvrage, qu'on trouvera les addi- 
tions les plus notables, et^ entr'autres, ceBes d'an 
besax Memoire de M. le professeur Bourdon , ajaat 

pour titre : DStermincUion des axes principaux 
dans les surfaces du second degri, ety en par- 
ticulierj dans celles de ces surfaces qui sent de 
revolution. 

Gette nouvelle redaction , termin^e depuis loi^'*^ 
temps, a <§te soumise k I'epreurede Fenseiguement^ 
tr^propre a dissiper les iOosions de I'amour-* 
propre, et a feire ressortir les defauts d'uiie com- 
position. Je pense done que ce Traite pourra , dans 
Filtat oil il est^ se soutenir aupr^s de ceux de 
MM. Lacroix, Biot, Le Fran^ais, Poulet - Delille 
et Boucharlat , auxquels )e me plais a payer le 
tribut de reconnaissance que je leur dois pour lea 
emprunts que je leur ai feits. 
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A iTtant la tangeate. 
tang <t 

l/i-+-ianB«* 
AP-.Jc'. 



Ba=-y/f,B'a'==V|... 



— »-4- '/ 



r* — 

(A — G ) tin 3« + B cos 3« . . . 
I 



V5 

AB = iin («•—**).. 
Si dansreqaation (30). 
3N?-hQ 



17 =- 



• • «• •«• •< 



*=— 5— . 

A cunt la umf^ie. 
tans « 



i^i-«-taoK*« 
AP' = x'. 

;Vl.»'-'=iVl- 

3 

(A — C)8in3*-f-Bcoa3«=so. 

AB— sin (*"•—*•) A^B*. 
Si dans reqnation (31 1. 

= 351—. 

x«» et7'«'«-«o. 



-f-CCA-l-Ay I c(fc-hA). 

r*=(r— rO-f-.... I '^ =- Cr -y )" +• 

Ja corde AN /la corde A'N. 

capable de Tangle. 
^ 3BA 



capable d^un angle. 
^ 3BA 



A^r-... 

** ^ A 

semblables BPB 

ssa/^-hy'* -H a •+■«'• 4-. 

deNcnC 
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A«— B'' 
A*r« — . 

B- 

A* 
semMablea DP6. 

deNenC (.fig. i;))- 

(%.f76.;. 




''N-'t^ 




^~- % 











\ 



i 



t 



L 






GEOMfiTRIE 

ANALYTIQUE 



1 . X-iORSQS'(iN problitoe de glom^trie est iaoad , on )a 
suppose ruolu , et en faisxnt nsage des di^oiimes de la 
geom^trie, on lie lea quantity on ligoes incoimues avec lea 
lignes connnes par des equ^ons qui aenent 4 ^valuer les lignes 
cberch^ an mcyai de celles qui aont doon^ , et qi^'on a 
repr&entees lea premi^rA par 2-, ^, z , etc. , lea aecondea par 
a , b , c , etc. , auivant les conventioiis ftites en alg^bre ; il 
reste alora i efFectuef geometriquement tea operatiooa indi- 
quees par lea formuies dea iaconnues : c'eat ce qn'on appell« 
conatruire lea valeura dea inconnues. *' 

Les questiona de geometrie sont, comma lea questions de 
Uombres , determinees ou indeterminees : daoa le premier cas , 
ellea peuvent donner lieu a pinaieurs equations qui renCennent 
alora le meme nomtre d'inconnues. Dans ce chapitre oii nous 
ne traiterons que des questions determin^es , nous ne suppose- 
rons qu'une iuconnue , parce qne , s'il yen avait on plus grand 
nombre , on constmirait dta:iuie de* , autres auivant 1» mimes 
principes. : - .■ - : 



C0NSTB0Cn01IS.l 

. PTOpoaon»'iioiu , en fnvmier lien , de (»iutniire da 
allies mondmes , telles que 

A ahc abed 

'=T- '=^- -=W •"■■ 

9 lesquelles le nombre des facteurs lin^aires du nnin^ra- 

', excede d'nne unit^ le nombrs des {icteHrs lin&ures du 

ominateur ; ensoite que toutes ces fractions representent ime 

e. 

.a premiere repr^eate one ^atri^me proportionnelle aux 

1 ligaea donne^c , a et i , qa'oa aait constmire. (Giom..) 

our constniirtia seConde, on cbetchera nne ligne A =-?, . 



nennt x. \' 

•a constnictioB de la trmsieme exjge celles de 
, ah , kc Id 

" 7 g 

linsi des aotres. 

.a CDustrnctioii de x=^ — Zl^- peut ^fire rzmenee a la 

inhe d'nne quatrieme proportiomnelte , en ecrivant 

'. So)t , en second lieu , 

abc-^def—ghi 

Im ' 

rerient a 

Im im Im 

Is avcnr constniit (^acune de ces fractions comme on 
it de I'enseigner , on a)outera les deux premieres li^es, 
le la aomme on retranchera la troisieme. 



Si lie dteomiii&tetit sexA ett complexe , ^unsi qa*il ahriye 

dans la fraction 

_ Af 

on le reildra mohome en ^galant le d^nominateur qui est une 
soixime de rectangles , an rectangle ay de deux lignes dont 
Tone a est donnee^ et Tautre jf est inconnue; ensorte qu'on aura 



cd 
ab'^cd=:ay, d'oA jfzrzi-f- — , 



et apres avoir trouve ^ , on constrMJjra , d'apres ce qui precede , 

def 
ay 

On sy prendrait de la m^me maniere pour construire 

abc -^def 
ab'^cd 

Passons a la formule 



X 



qH — klq + cmd 



qui represents toujonrs une ligne , parce que le nuznSrateur 
est un polynome du quatrieme degre^ et le denominateur du 
trobieme : on posera le denominateur 

(^i — klq. -f- cmd =; q^y ; 

d'ou Ton tire , en diyisant par fl*, 

kl , cmd 

cette yaleur de y construite , on/trburera facilement la ligna 

abc^ . hq m% 

07=—- f--^— -r^. 

^y y <iy 

Dans les cas semblables , un cfaoix conyenable du facteur 



4 €OifSTRUCTI01IS. 

de y , rend la confitruction plus simple , et oonsequemment 
plus elegante. 

4- Ces principes suflbent pour la construction des formules 
rationnelles. Nous passerons aux formules radicales qu*on peul: 
toujours ramener aux deux suiyantes , 

L'expression ^ab represente une moyenne proportionnelle 
entre a €t b , qu*on peut trou'yer de diyerses manieres au 

inoyen du cercle. La ligne a:= V^a*+ ^* est, comme on lo 
«a(Lt y rhypothenuse d*un triangle rectangle dont a et b sont iW 

deux c6tes de Tangle droit. Pour construire x = \/a^ — i% on 
decrira ( fig. i ) sur BC =^ , comme diametre , une demi-cir- 
conference; de B , comme centre, ayec BA= b , comme rayon , 
on decrira un arc qui coupera cette demi*K;irconference en A , 

et la corde supplementaire AC = \/a* — b\ 
Soit la formule 



.=v^ 



4-ccJ' 



i + c 



qui represente toujours une ligne , parce que la quantite sous 
le radical n'etant que de deux dimensions , la racine carree 
n en a qu une. On fera 

ab' + cd^ „ . . b' ., cd^ 

- — ay, d'ou y—T-rz + 



b+c ^' -^ b + c^{b + c)a' 

on construira done y par une troisieme et deux quatriemes 
proportionnelles ^ ce qui cbangera la proposee dans celle-ci , 

x—V'oy^ 
Soit , en second lieu , la- formule 

X ;= v/a* ± bc) 



% • • * 



.^ 



PROBLEMES D^TERMIN^f . 

«n posant^ssftc, on a 

x= Va* ±,y : 



ainsiune moyenneproportioiuielle doimejc= v &c ^ et le triangla 
rectangle donne x. 
Pour construire 



on porte a angles droits (fig. s), AB = a^BC=: A^et on a 

« 

«nsorte que 

Par € on ^teve a AG la perpendicnlaire CD = c ^ et joignant 
A et D ^ on a 

» 

iS*=y + c*= o^-f- 6»+ c»=: «•; 

consequemment ^ 

Par D on ^leve a AD la perpendiculaire D£ = c ^ et joignant 
A et £ ^ on a 

AE = a^ + rf» = a* + i» + c» + <?, 
d*ou. AE = X. 

Pour construire 

X = \/ac — fg + mq + rd , 
on pourra faiie ae — j(^+ m^ + ri = ay , d*b4 

-^ a a a 

et consequemment ^ 

' X = l/ay, 

ou bien on posera acz=s\y*, j^=a*, 1114/= ^•^ rd^s:u\ et 



6 C09rSTtUCT|0K«. 

apres avoir construit y y z y t ,u par des mo jenses propoiptioii^ 
nellfis , on aura r^duit la proposee a la forme 

aiaai on conatniira d*abord 

y+i» + u» = /*, 

et il restera a condtmire 

X = V^r* — z\ 

5. On obseryera que lea {brmules que nous yenons de con- 
aid^rer , sont homog^nes , c'est-a-dire que tous les fermes ont 
le meme nohibre de facteurs ; ce qui n'arrive plus y lorsqoe 
Time des lignes coiju^ues e^t pifise pour yjnite ', car alors le degr^ 
de quelques-uns des ternies est necessairement abai$i$e : dan^ oe 
cas , on commence par retablir Thomogeneite , en representant 
par une l^ttre la Hgne prisie p.Qur unite. Ainai ces expressions 

reyieipinie^t a cell^rci > 

a* + cr * M+aV — ct^ * 

T etant I'unite. On voit que , sans la restitution de r* et de r 
dans les termes de la premiere fraction , le numerateor re- 
presenterait la somme d'un volume et d*tme lig?i€, et le 
denominateur la somme d*ui^ carre et d'une ligne y sommes im- 
possibles. Ainsi pour construire l/re, on prendra unemoyenne 
proportionnelle entre la ligne n et I'unit^. On sait que si Ton 
decrit le cercle qui a Vunite pour rayon , et qu'on y inscrive 
un carre et un trifingle equilateral , leurs cdtes seront ^/a et 
|/3. Quant a ces expressions \/h y ^/S, etc. , on emploiera 
la construction (4) : en effet (fig. 2), pour BA=:2 , BC=i , 
on a AC = v/5 •, sous les m^mes hypotheses , et en faisant de 
plu| CDst 1 , oa aura AD s |/6, et ainsi de suite. 



PROBLiMES DKTESMIHI^. f 

6. L'eqoatipn 4u second degre 

a:* ±: /»x = zh ^ 

qui n*e8t pas homogtee , le devient en rilablissant Tnnit^ sons- 
entendne , et la reppr^sentant par r : £usant i/r = m*^ cette 
Equation devient 

x* dz px = ± HI*. 

Pour les signes inferieurs , on a 

jc* — • px r= — IB* (i) , 

qui donne 

Ainsi la ligne m est moyenne proportioniieUe entre x tt 
p— x; si done (fig. 3) , sur AB=p, comme diam^tre, on 
d^rit utie demi«circonf^rence^ et qn*en A on m^e nne tan- 
gente AD == 771 , puis par m une parallile DE' i AB > cftt? 
parallele rencontrera la demi-circonferenpe en deux poinls E 
et £' teUr^ qu^abaissantles perpendiculaires EF , ET'^ on anr^ 

X = AF , ^ 3= AT. 

En effet, 

AF = AC ^ (y 7 AT = AC + CT; 

done 

Consid^rons Fequaticm 

< » 

oc^':^px=im* , d*ou m*= x(x — p), .. .(a) : 

la ligne m ^tant moyenne proportionnelle entre x et x-^'p , 
on decnra ( fig. 4) Avec AD £= ^ p un arc de-cercle E^AE , 
puis prenant 5\u: la tangente en A nne lonpeqr AG = 711, 
la s^cante G£' men^e par C et le centre D . donne 

X =s G£ ^ Xr ;ss — • C& 



€ CONSTRlfCTIOirS. 

En eiFet , les deux racines de la piopos^e , BOnt 



^= | + V/^ + '»S 



v/? 



or CE'= DE'+ CD = £ + \/^ + ro», 

et CE = CD — DE = — 2 4. ^t + to». 

La premiere racine est done x = CE% et la seconde e^ 

a/ =:p— G£ : ces racines « prises en signes contraires ^ de- 

yiennent celles de T^quation 

» 

• 0?* + pj? = »»*•.•• '(S), 

qui n*est qne la pr^c^dente y en y cbangeant a? en — or. 

On pent cependant constniire autrement les racines de 
r^quation (3). Sur AB= p (fig. 5) , on decrira la demi-cif- 
conf erenow AMB^ onmenera a cette demi-circonference une 
tangente MT = m , et faisant AT = x , on aura 

TA : TM :: TM : TB > d'ou \m'^~ X (x-f-p); 
rune des racines est _ 

TA=; CT — CA = -.e + y/^ + m**; 
et Tautre est * 
— TA — p = — (TA + P)=— (TA + AB)= — TB. 

II nous resterait a construire les racines de Tequation ^ 

a:* -f- px =2 -^ m* ; 

paais on vpit quMles ne sont que celles de 1 equation (il> 
prises negativement , c'est-a-dire quelle^ sont representees par 
^AF rt— AF'(% 3). 



PROBLiMES DirzRmvis. . <) 

7. Nous padserons a la solution de quelqnet quastkms de 
^iomitxie, d^termin^es ; maia nous n'en traiteions qu*un tr^ 
petit nombre , parce que notre objet est surtowt Fapplication 
de Talg^bre aux problemes ind^tennin^. 

PtobUme I. Partager une Ugne AC en deux parties CB 
et BA qui soient entr'elles dans le rapport donni m * n 
(fig. 6). 

Soient AC =:a ^ CB = a? ^ et cons^qnemment BA = a — 'X : 
on aura pour traduction de T^nonc^ y 

X m ., , am 

= — , dou X == 



a — X n ni'^-n 

Pour construire cette expression^ il faudra sur une ligne EC £u- 
sant un angle quelconque ayec CA, prendre CD =:m y PE=: n , 
si 771 et 71 sont des lignes^ : si ce sont des nombres , on por- 
tera une ouverture de compas , arbitraire , m fois de C en D , 
et n fois de D en E ^ on menera A£ et sa parall^le DB , 
et B sera le point cherche. 

Probleme n. Etant donnis deux paralUles BC , DE el »» 
point A, mener par ce point une oblique XL, telle que la 
partie intercept^e KI , soit d'une longueur donnie =e ^. 7). 

Menant AG perpendiculaire sur D£> on conn^tra AG et FG ; 
soient AG = a^ FG = b , GI=s;x; ona 

AI : AG::KI : FG, d'oi AI = y; 

mais d'ailleurs 

AI = y/oT+lFi 

done 

y s=: v/a» + x*, d'oA X. =S5 ds J ^/c»— ^. 

On volt d*abord que le probltoe n'est possible que pour b^c, 
c'est-ardire , pour FG ^ KI , et , en second lieu , qu*il admet 
deux solutions. 

Construction. De F , comme centre , ayec le rayon c , oa 



/ 
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deorira l*arc HH^^ et la ligae GH sera ^c^^^b^ : asasi AI , 
parallele a FH> sera la ligne dierchee y comme on le dUmt 
des triangles temblables FGH ^ AGI. La seconde solution est 
donnee par QY = — GI. 

Probleme III. Etant donnas deux points AetBei line droiie 
DD'> d^crire un cercle qui passe par ces deux points , ft qui 
soil tangent d la droite (fig. 8). 

n ^ufiit d^ tTQuver le point D de contact : apres avoir prolonge 
la droite B A en C y nous prendrons CD ponr inconnue que nous 
designerons par x y et on aura 

x» = CB X CA. 

Or , I etant le milieu de AB , si Von pose CI = a , IB = lA == J, 

I'equation pr^cedente deviendra 

\^ 

a7»=(a + J)(a— 6) = a« — i% et x=±.^a^—b^ , 

formule qui annonce deux solutioi^ qui ne serqnt possibles 
qu'autant qn'on aura a> ft , ou CI > IB ou > lA ; et en effet , 
si le point C tonibait y par exeniple y en C^ entre A et I , la 

dioite PP' qui devrait contenir C, ne pounrait plus tee tan- 

jgente. La premiere valeur j/a*: — A* etant CD, la seconde 
sera Ciy ^ CD , et en sens oppos^. 

Prpbl^me IV. Pc^r un point A donn4, mener dans un cercle 
line corde BAD , coupee en A en deux seffnens BA et AD qui 
soient dans un rapport donne m * n ( fig. 9 ). 

Par. le point A donne y menons le diamtee HAG : soient 
le rayon CH = r , CA = 6 , et I'inconnue AD = x ; on a 

HAxAG = BAxAD, tfou (r— ft) (r+ A) = BAXx; 

mais d*ailleurs 

mx 
BA : AD :: m : n, d'ou BA;= 



n 



consequemment , 



mar* 



n 



«* ^^^\/li''-n 



Ce probleme qui admet generalenient deux solutions > devient 
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impossible jjour b^r, c'est-i-dire > pour,CA^CH. En la 
supposant possible , et posant r* — &* ^ It*, on ann i ooo»* 
truire 



V m 



Construction. Nous remplacerons le rapport des denx ligne* 

n et m p^r celui de deiix caxr&; et, k cet fffet, tnr one 

ligne ind^finie (fig. lo) , nous prendrons des parties DF et FE 

telles qu'on ait 

DF _ m 

FE ~ »'• 

decriyant sur DE le demi--cercle DAE, puis menant FA 
perpendicu)aire sur DE , et les cordes AD , AE , on aura 

AD* DF m , &.AE 

= ===—; done x = 



^» ~ FE ~ » ' AD • 

prenant done AB = ft , et menant BG parallile a DE , on 
aura AC = x. 

Remarque. L*arc dicrit (fig. g) de A , comma centre , ayec 
la longueur x , comme rayon » couge la circonftrence en deu^ 
points D et D^ qi|i donnent les deux cordes DB et D'B^ <pii 
satisfont a Tenoned. C'est par les signes qui affectent ainsi la 
valeur de Tinconnue , que se complete la solution de la ques- 
tion : cependant il narriye pas toujours que toutes les racines , 
meme reelles > soieut admissibles , c*est-a-dire , qu*elles con- 
viennent a Tenonce , comme nous ayons eu occasion de le faire 
remarquer dans Talgebre ou nous ayons eu soin d*insister sur 
Finterpr^tation des signes ; nous rappellerons , a cette occa- 
sion , que le calcul ne donne pas seulement la solution de la 
question proposee , mais en general , la solution des questions 
de la m^me espece. 

Pour n = m , on a a: = V^r* — A*, et alor* la corda BD 
est perpendiculaire au diam^tre HG. 

Probl^me V. Par un point A.pris dans un cerck , mener 
un^corde BAD iiont la longueur soit iioiiii^el=c(fig. ii )» 
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En ccnservant les denominations du probleme precedent i 

<m ann 

a? X BA = r* — t* =K 

Maifi BA = c — a? ; done 

A*=^(c— x), d'ou X* — ca;'=— A%. 

Equation dont nous arons pr^cedemm«nt construit lei deux 
racines qui sont 



t < 



le probleme nest done possible que pour r*= -j +6*> ©^ 

4 



c* 



pour r* < -J -f" ^*- La premiere relation suppose que la eorde 

BD = c tonche en A le cercle d6crit du eentre c avec le 
rayon r ( fig.. 12) ; car alors on aurait 

CD*= DA*+ CA*, on r^sr^+S*; 

4 

la seconde suppose que le point A soit exterieur an cercre 
decrit de C , comme eentre , avec un rayon ^gal a la plus courte 
distance CR de G a la corde BA (fig. 11); car on a 

S*= DR + Ga == DR + GA ~ a1', 

et consequemment^ 

1^=^ + 6*— AR*, c'est-^-dire , 1* < S! 4. i» : 
4 ' 4 . 

d'ailleurs (fig. 11) > len tenant compte de la valeur de AR 
que nous yenons de trouver , on a 

x = DR4.AR=t^+ V 7 + ^—'^- 
Lorsqne le point R est au-<lessous du point A (fig. 1 3 ) ^ on » • 
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ces deux valeurs de x r^pondent done aux deux tangentes 
qu*on peut mener par A au cercle dn centre G et du rayon r, 
tangentes qui sont les cordes egales qu*on peut mener par le 
point donne dans le cercle propose. 

ProbUme YI. EUmX donmies trois droites qui se coupeni deux 
a deux , constnure un carrd qui ait ses quatre angles sur ces 
trois droites (fig. i4)* 

Les trois droites donn^es sont AB = c , AC et fiC , et on 

connait la hauteur CD = A du trian^e AGB. Soit abed le 

carre cberche ; il suffira , pour le construire , de connaitre sa 

bauteur, Dh = x« Les triangles semblables CAJB, Cab , donnent 

la prpportion 

ChlOyilab: AB; 

c'est-a-dire , 

fc — X ; h II X I c , 

» 

en observant qu^on doit avoir > d'apres r^ono6 , 

afc :;= fee = HD : 
on tire de la 

ch 



hx := ch — ex, d'oii x = 



e + h' 

formule qui ne donne qu'une solution^ lors cep^dant que le 
probleme en comporte deux ; car il existe yisiblement un autre 
carre clVc'dC qui satisfait aux conditions de Tenonce , et pour 
lequel on. determine la hauteur DA^ = xou le c6t^, par la 
proportion 

GA':CD::a'y: AB, 

rA 
ou X — A:fe::x:c, d'oA x t= , , 

c — ft 

Dans le cas de cz=zh , ]a*demiere. yaleur de x est infinie; 
ou , en d*autres termes , le probleme est impossible ; c*est ce 
qu il est aise de reconnajitre , en observant que , sous cette 



J 
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relation , on aurait Chf = tjCV , et que , comme Ch! est 
< DA' ou <c^y, on aurdit dV ^c'Vy ensorte que la figure 
ne pourrait pas remplir les conditioiis d*un carre. 

ProbUme YII. La droite DE ^tant donnie de grandeur et 
de position hors dun cercle donn4 aussi de grandeur et de 
position f trouver sur la citconfirence un point A tel que 
menant aux extrSmitds de DE les droites AD , AE ^ qui ren^ 
contrent la circonfirence aux points B et C , Id corde BG soit 
paralUle a DE (fig. i5). 

Nous donnerons deux solutions de ce probleme^ pour mettre 
en evidence FaTantage qui resulte d*un heureux cUoix de Tin-* 
cbnhue, duquel resulte I'equation finale la plus simple^ et 
conaequemment la plus facile a construire. 

Ptiisqii'on coimait la grandeur et la position de la droite DE 
et du cercle , si du centre O on abaisse la droite OK per*- 
pendiculaire a DE, qu'on mene le rayon OB, qu*ensuite da 
point D on m^e la tangente DF au cercle , on connaitra lea 
lignes DE=a, OB=r, OK=c, t)K=d, DF=/;nou« 
prendrons pour inconnttetf les ligdes DB=x et BC = i2y9 
dont cbacune sufiit cependant pour resoudre la question. 

Les triangles semblables Ai)£ , ABC donnent la proportion 

AD : DE :: ab : bc ; 

or, 

i)AxDB = DF*, Soii DA=^ =^*; 

MJD X 

done 

AB = DA — DB = ^* — x = £^-^; 

X X 

ainsi la proportion deyient 

^ : a \:^ : ay; 

X X '^ 

d*6u Ton iire i'equation 
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A I'eflBet d'eyaluer x et y/A faut aToir une autre Equation 
entre ces inconnues. Si de B on ababse la perpendiculaire BH 
sur D£ , le triangle rectangle BDH donn^ra 

. ^*= BH*+ DH*: 

or 



BH=MK=: OK— OM=:OK— V^OB*— BM =c— |/?II5^, 

DH=DK— iFIK = rf— jr: 

substitnant dans Teqaation pr^cedente , on obdent d'abord 

isolant le radical dans un seal membre , elevant an carre , et 
posant , pour abr^ger ,r*-f-c* + rf'=^, on troinre enfin 

Eliminant y entre les Equations (i) et (a) [[ Algebre ^ premiere 
sect. ^ chap. XXY ) ^ on trouyera one Equation de cette forme 

jc* 4- Ax* 4- B = o ; 

et si on ^limine a: ^ on en trouyera une de celle^-ci : 

y^^ Cy + D = o, 

les qnantit^s A , B, C , D ^tant donn^es en a , h ^ c ^d^ f. 
Ainsi DB est donn^e par une ^<p]ation dn qnatrieme degre , 
et BC par une du second. Nous ne nous arr^erons pas i mon- 
trer comment on pent mener la corde BC y connaissant x ou 
y , et nous passerons de suite a une seconde solution de la 
question. 

Du point D (fig. i6) menons la tangente DF, et par B 
ta tangente BN , qui rencontre en N la^ droite DE. Les deux 
triangles DA£^ DNB sont semblables^ 4 cause de Tangle D 
commun^ et de Tangle DNB=CBN = BAC : on a done 

DE:DA::DB:DN=5^^ = g^. 
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Ainsi J en £u£ant DEsa, DFz=f, rinconnue DN= z, (m^ 

a 

DN est done une troisi^me proportionnelle aux lignes connues 
DE et DF. 

Construction, On joindra les points E et F^ onporteraDF 
de £ en I ^ on m^nera IK parallele a DF y puis on prendra 
DN = IK ^ et le point N sera le point cherche ; car on a 



ED : DF :: ei ou df : ik 



^c 



Conune on pent mener du point N deux tangentes NB , NB', 
il y a sur la circonf6rence deux points A et A^ qui satisfont 
a la question ; on les trouye en menant par D et par chacun 
des points B et B^, les droites DBA , DA'B^ ; ensorte qtie si , 
par ces points A et X'y on mene a Tautre point E de la droite 
DE , les droites AC? , EA'C, et qu'on joigne B et C , B' et C, 
chacune des cordes BC ^ VC sera parallele i DE. 

Remarque, On n'a besoin que dn seul point N ou de la seule 
droite DN, pour mener les deux tangentes ^gales NB, NB' 
qui determinent les deux points A et A'y et cons^quenunent , 
les deux cordes BC , B'C : or Tinconnue ay devant represen- 
ter indifTeremment ces deux cordes / il doit arriver qu'a une 
m^me valeur de z repondent deux valeurs de j' , ou qua 
Tequation du premier degr^ en z , reponde une Equation du 
second degre en y. Mais nous aVons trouye 



X* 



=/^-^> ^^^^ ^=±v/'/*-^. 



Ainsi , a chacune des deux valeurs de y , repondent deux 
yaleurs de x ^gal^s , Tune positive et I'autre negative : il y 
a done quatre valeurs de x pour deux valeurs de y et pour 
une de z. On trouye ces yaleurs de x (fig, 17) en prolon- 
geant BD et B'D, et prenant Di=:DB et Di'=:DB'; mais 
comme on a aussi Da = DA , le cercle X' passant par lestrois 
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{points, bi a, h\ est celui des deux antrea sohitioos ^n^, it 
aes monies iolutioiis en y» Si Ton reprend la valeur 

_^„ PAXDB DA^xPy 
^^~ DK ~ DE 

trouyee plus Iiaut ^ en observant qne 

DAXDB=DVXDB'; | 

pn voit qpe DN change de signe par D£ qui ddriMit DE'^ 

en passant du cercle X aU cercle X', ensorte que les tang^tta 
men^s de 19 au cerele X', le toucberont dans les points h 
et V cortespondans a B et B^ On observera ici que Tin- 
connue DN est li^e , pour ainsi dire ^ d*une maniire seuH 
blable aux incoonues x et jr. 

Probleme Yin. Connaissant les rayons des cercles inscAt 
et entonscrit' a un triangle, et la hauteur de ce triangle, 
)A6terminer te triangle (fig. 18). • - 

~ Onobserveta qu^il suffit de conndtre Tun des cdt^s du 
triangle. Soient x^ , y , s les trois ddt)6s inconnus du trian^e ^ 
h sa h&uteur donn6e , p la nloiti^'de son pMm^tre , r et R 
les rayons des cercles inscrit et circonscrit , enfin 5 Vairt du 
trian^e propOs^ : oil aura ces quatre ^qaatLons qui ^ifoncent 
dies propriet^s connues (G^om.) , 



• • 



*. ccyz OS 
(O...R = -J. .r=:j-j^j_ :.(*Jj 

1^i3itre Ji^sq^^^fif U faut £liliitt«r s ayec deux des troit>odt^ 
cc f y y z» \ . ' .' . 

Si Ton iniroduit dans les 4|P^ops (1) ^ (a) et (4) , an lieu 
de s , sa yaleur donn^e par (3) , on aura 

(5) AT^^yz,^ fJLZ±±=:.^^p..,;..(6), 

^^./rk(?[£.,y^_^)(*^^,)-l (7); 
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{feydnt ttu cairi , diyisant ^par hx^, et cliassdnt le^ chenotnind^ 
leurs> il Ttendra . , . ^ 

developpant le second membre^ rempla^ant j^z par gSL valeur 
(5) ^ et divisant par /i y on aura r -. .. 

4r^ = A*a:*— flArx (sc+y+z) ^^x{y+2i + 8fcr*R— iSAr^R. 

^ifb^tituant pdnr x + y + z et y+z leiirs takvird -^^ ^ 

_ - .1^1. 

r — '~- , r^duisant et extrayant la racioe , . on parvii^zkl: h 
line emidlion qui d6une '" 

A — ar , y 

Construction, On prend^a* sur ' le dianietire A£ da Cr^^rcU 
ipirconscrit, la partie AH= A — ar, et apres ayoir ekiye a ^ 
diametre la perpendiculaire HK>; prolpngee jusqiC^ la toir- 
conference circonscrite y on deci[irasur/> AKicjCoiPP^!^ ^^ 
isnetre ^ la demir circonfeieuce . AHFK y .en^Uite.^on ;iileaer4 
du point K la corde KFp^rr, puis la droite indefinie AFG J 
et apres avoir pns AM ^flr , ojq. ip$»p.ra .MO parallele i.M 
corde HF, et Fon aura A(&r=;.x„ ,coivkifte')ndw§{i?JlQ«s fe 
prouver. II suit de la qu*en inscriyant dans le cercle ACB , 
une corde AB.= AG, la-parallele P6 a Afi\' menei a. i&id 
distance PB = A , coupera la circbnference en deux points C 
et C'i imi . poujfont thaGuo.a volonte. ^tre-pris pour.l^ 
sonunet du triangle. 

rlPour di^mdntrer cettfi ^ondltittsfibn,^'dit ^s^rfei^' qud" le$ 
d^ux triangles semblables AMG , AHF donnent . u . .. 

i-.ii IS.: ,j^ . AM oii if ::'%f : Ait ^ou h — ar r 

d'ou AG = ,^^2_ X AFi . ., 

'•• » . . .#* ^/ - _ ~ • — -- . . • 



* • • • •  



mais AF = AK — KF = ^K — r^> . , v ; 
et ' AK = ]^ 4- AH = BS -f ( A -^ ir )»,- . •" 



1 






— —I 



HK = AH X HE = ( fc — ar) (2R — A + ar) 

= aBA— 4/A— A*— i^ + 4Hi. 
done AK*= aAR — 4rR , 



et AF = aAR — 4rR — r*, 

ct enfin, ^ 

^ aiVaAR — JrR^-rr ' 

A — ar 

Si Von prenait pour inconime }e segment AD form6 par 
la hauteur CD du triangle ACB , on aurait , pour le deter- 
miner y a resoudre une dqnation dn qu'atiiime degre , ce qui 
yient as Tappiii de' la regie; ^nwicee par NewU>n , dsns son 
Arithm^tique universelle. 

Probleme IX. Traiwex la distance entre les centres des 
cercles inscrit et cifcohscrit a un triangle <ibiih^(fig. ig). 

jSoient G la centre du cercle ctrconscrit. et C oelui da 
Cercle inscrit : soient R le rayon du premier cerde > et r celui 
du second : enfin , soit x la distance des centres C et C De 
C abaissons <une^peipendiciJ^e CG'*sur AC; on anra daii9 
le triangle ACC'^ . ..-..• , 

X* = AC*+ AC*— aAC X AG (i). 

Si du centre C on abaosse la perpendiculaire Cfc' sur le cdt^ 
AB^.le point c' sera celui du contact^ et ea obseryaat que 
Tangle CAc' :=2 \BAD:^i A , ad aim k^jproportion 

AC : cv :: i : sini a, d'ou ac= .^ -^ 

..?',-» ' am i-A 

du centre G abaiss6ns la perpeiodiculaire Cc sur AB ; on dMrH 
Tangle r . , 

Ago = ACc + cCG = B + i A *! 

«t le triangle AGG donnera la proportion ». 

JIG. : AC ou R :: «in (B + ^ A) : I , 

a.. 



^ 



so COlfSTRVCTIONV. 

d*o4 

t>ar «e$ Talents de AC et de AG, la relation (i) deyicnt 
. ». . »* » 8in(B + iA) 

\ sin y A jaR sin* 5 A/ ^ ' 

# 
Si Ton prolonge la ligne AC jusqu i la rencontre da ctxk 

£D en K^ et si Ton pose 

AB = c , BD = c' , AD = c% 
on aura ^ dans le triangle ABK ^ 

AB : BK :: sin AKB ou sin (B + iA) : sin^A^ 

* 

tf 06 Ton tire 

AB _ fiin(B4-YA) 

BK~ siniA * 

mais patce ^e la Kgne AK diyise ^galement Tangle en A ^ 
on a la proportion- 

BK : KD :: AB ou c : AD ou c% 

ffoii 

BK : BK + KD ::<: : c + c', 

«t de U 

BK= ~' 



f»ns4queiiune&t , 

D'aillenrs on connait ces expressions en c6t^ dn tiiangle des 
rayons des cercles inscrit et circonscxit, savoir,' 



R = 



cc'c* 



KCO^+c'+c") kc-^C'-d^ (c+c«-c' ) (c'+c'-*)] • 



VS0BI.&MES DiTERMIM^; «t 

r _ i jc+c'^') (c+c'-c') id'+o'-<) 

R*" 7FP — • 

done 



-^±£-^ (4). 



Xa substitiitioii des valeurs (3) et (0 ^'^''^ 0^) > domie 
a:»= R*--flrR(^±^— ^i^^l-'^rsR*— arR==:E 
Remarque. DanA le cas du triangle Equilateral , on tronye 

''— 573' -^^TTS* ^^^ R = ar fet x = o; 

^insi les deux centres se confondent. Lozsqae e r= c', aiN{ael 
^as le triangle est isoscele , on trouye 

— ejc — c") 

J*ai donne une solution beaucoup plus simple de cette qnes* 
tion dans le XI* numero des AnnaUs de math^matiques qne 
nous aurons frequemment occas^n de citer dans le coors de 
cet Ouyrage. 

Yoyez \Ariihin4tique universelle de Newton-, ouyrage qui 
yient d'etre mis a la portee de tout lecteur , par Texcellente 
traduction de M. Npel Bmdeux jAcoompaffiie d'^kiidasem^s 
precieux. 



aa 0E LA UQ^Z DROITE 



CHAPITRE n. 

Elemens de position ctun point dan^ un plan ; nota-^ 
' tion algebrique de ces elemens.Equaiion d'une droite 
dans un plan, rapportee a des coordonnees obliques 
et rectimgulaires. Problemes, Autre Equation de ItP 
ligne droite, cut mojren de la perpendiculaire menee 
de Vorigine sur sa direction , et de V^ngle de cette 
perpendiculaire ai^ec Vaxe des abscisses^ Equation 
polaire de la ligne droite. 

%. Js^oiENT (fig.^Q) deux , lignes ou oxe^ AX, AY qn© 
nous supposerons a angles droits, et consid^rons uu point 
quelconque M dans Tangle YAX ; si de ce point on abaisse nne 
perpendiculaire MP sur AX > on ppurra passer du point A au 
point M j^ en parcour^t sur Taxe AX la longueur AP, et s'ele- 
Vant au-dessus de rextr^mite P a la hauteur PM. 

Un point est done completement defini de position dans Tangle 
YAX , par ses deux plus courtes distances AP et PM , ou MQ et 
MP, a dfcux axes rectangulaires AY, AX. 

Le point A qui est Tintersection des axes , Qst dif origine > 
parce que c'est de ce point que se coniptent les distances MQ , 
MP qu^on retrouve sur chaeun des iaxes en-AP et A'Q. 

Que aetb repr^seoleot c^s- distances y il faut dire que Tune 
doit ^tre portee sur Taxe AX et T autre surTaxe AY; apartir 
du point A. Nous noterons abreviativement par x ta distance 
du point a Taxfe AY, comptee siu: AX , c'est^a-dire AP *, et par 
y la distance PM a Taxe AX ,, laquelle se rctrouve en AQ- 
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Ainai ctt fonnules . 

X =: a ,' y -=1 h ^ 

.enonceront que a et & sont des longueurs donnees , k pofttf 
de ronguie A y la premiere sur AX^ et la jeconde snr AY ; 
ensorte que menant par les extr^mit^ P et .Q les perpendi;- 
cttlaires PM et QM , on a , par leur intersection , le point M ; 
/>u plttt6t y pv rextremlte P de a , on prend sur Hue parall^le 
a AY une longaeur b dont rexbrimiti est encon le point «p 
question. 

<; '9. .Mais }e point pent £tre dans Ton^dea quatre an^es droib 
fpnne£Laut.our de A par les axes prolonges : il fant doQCjenoQii^ 
^rappeler le sens dans lequel chacune des longnem^ a »t b 
, doit etre portee. 

Si Ton est cpnfenu de noter par 

•'\  ' • 
un point'M situe dans Tangle YAX 4. tout point M dans Tai^gfe 

YAX.' le sera par 

X == — a , y = b\ 
Hoilt point M* dans Tangle Y'AX', sera design^ par 

w i * * 

.«nBn tout ^intJ^ dans Tangle Y^AX> le sent par 

^ = ,« > y = — b. 

^ lies signes.d^ x seront les m^mes que ceiu des cosiiv^ » et Ijes 

signes 4e j^ les m^es que ceux des sinus des aqgles a^apt 

^ ,^ ^ommet en A , at en convenaitf que de A vers X* Je oon«ii» 

^^s^a p^sitif .^ eft quau-dessus de AX le sinus serapwrnUtrntpt 

poidtif (Alg* i c6^. XVI).. 

10. On enoncera que le poii^t eat sur I'axe AX > et on en 
definira la position sur cet axe y en 6crivant 



J = o > a: = a ; 



ril -^ 
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Pour iin point particulier de Taxe AY, on aura 

07 = o , y '=. b, 

Enfin I'origine A est caracterisee par j: = o, y = o. 11 faut 
l)ien se rappeler que ces lettres x et y signifient : distance 

ciix axes AY, AX. 

.... .  •> 

II;' £x!aminons, en particulier, la signification de 'cbacnniB 
des fonnules " ' 

x = a, y =:^ b : 

la premiere caracterise tout point dpnt la distance a Taxe AY 
«st a"y c'est done la notation d*une paralleled cet a^Jce , menle 
^ a nne distance == a ; la seconde y=b definit une parallele 
a Taxe AX , men^e a la distance y'=b. Si ces deux fomiules 
existent ensemble , elles ne sont plus relatives qu*^au seul point 
commun aux deux droites precedentes ; et en effet , nous 
savons deja que ce point est indique par X = a , yzzz b. 
lues axes AX , AY, en totalite , sont designes par 

y = O , x = O. 

12. Supposons maintenant que les deux ax«&. AX,.AY 
(Eg. 21 ) fassent entr'eux un angle quelconque, autre qu'un 
droit ', alors lea distances du point M aux axes obliques AX , 
AY , mesurees sur des perpeidicul^res menses du point sbx 
ces axes , ne seraiept plus respectiyem^nt paralleles a ces axes, 
ensorte qu'on n aurait plus Ap = M^ , Afl = Mp. Mais qu*on 
liiine 'par M une parallele MP a AY, et par le m^me point 
line parallele MQ a AX, et on formera le ' parall^logramme 
'APMQj'dans lequel AP, MQ ou AP, PM renlplaceront les 
' distanced' perpendiculaires employees dans lecas^des axes 
rectangulaires. Le point M sera toujours repr6sent6 - par 

OU a= AP , 6 = PM. Mais ici, outre les longueurs a et ft , 
et les signes qui en indiquent le sens ^ comme on Ta 
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Ttt precldeiiiment , il faudra de plus comuitre rincliaaisoft 
des axes , afin de savoir suiyant quelle directioii on doit 
porter Tordonn^e PM = & ^ toujoors parall^le i Faze des AY. 

i3. Les lignea x et y $ont enpore nomm^ , la premi^ 
abscisse, la seconde^ or^onn^ du point M; prises ensemble* 
elles sont dites , coordonnies ; ces denominations oonyiennent 
^galeiftent auxcooidonn^es fectangulaires et Qblicpie8.L*axe AX 
sur leqnel on compte les abscisses x, se nomme axe des x, 
et Taxe AY sur lequel ou parall^lement anqnel on pofte les 
ordonnees jr^ se nomme axe des y. 

On dit jdnreviatiTement le point x,j,aja lieu de : k poini 
dont les coordonn^ sorU x et 7. 

i4« On pourra aussl deEnir le point M (fig. aa) par la Ioih 
giieur AM et par Tangle que fait AM avec Faxe AX^ en 
designant cette longueur AM par £ ^ et Tangle MAX par f > On 
aura 

a = c,  = A^> 

A" ^ant le nombre de degres et parties de degr& de Tangle ^ ; 
'et c la yaleur lin^aire de 2. On nomme £ rayon vecteur. 

i5. Une droite est donnee de position dans un plan par 
les coordonnees de deux de ses points : elle Test encore par 
celles d'un point et par Tangle qn'elle fait avec Ton des axes. 
Cest ce dernier syst^me de' donnees qu*on emploie. 

.16. Si la droite (fig. fi3) passe par Torigine, sa position est 
evidemment fixee par la seule donnee de Tangle gu^elle fait 
avec Taxe des abscisses > c est le cas que nous considererona 
^'abord comme etant le plus simple , et nous nous proposerona 
d*assigner le rapport entre les coordonnees d*un point quel- 
conque de cette droite. 

Soit A Tangle de la droite avec Taxe AX , et consid^rons 
en particnlier un point M' ayant pour coordonnees AP' = x^, 
P^M'=y : ces coordonnees, ainsi que celles des autres points 
dfi la droite faisant ^tr'elles un an^le C qui est celoi de» 
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axes , on ^ura cetta relation "v 



t^. 



sin A 



a7'~sin(C-^*y • ^ 

. Pour des points M'', M* etc* dont les'coordonn^s ae^aieht x% 
'^et y"\ X* et y!, etc. , on anrait pareillement 

y^ gin-ct y" ^ma. .. 

a:" — 3in(C — a)' a;*'~sin(f— *)'' • " '. 

Le terme general de ces rapports* c^nsttos* dans tonte I'eteri- 
due de la droite, gera 



y sin-flt 



X sin (C— fifc) 



....(0, - 



ar et J' designant ici les coordonnees d'un point ^uelcbnqiie 
, de la droite , ensorte que x devenant successivemejit x', x*^ 
of , etc. , y se change dans les coordonnees correspond 
dantes y, y'\ y^y etc. La formule ^i) est ce gu*on appelle 
r Equation de la droite ; c'est Fenonciation alg^brique d*nne 
^prdpriete commune a tous aes points : nous Fecriroxia ainsi'*- 



sm cL 



•^ sm(fc — at) 



, on se donne Vabscisse x qui est aii>itraire >• et de la relatiqn 
(2) on conclut Tordonnee correspondante y^ ' ^ 

L'angle c& Tenant a yarier ^ laligne change de, position en 
tourn^jt autour du point A; ainsi a la m^me abscisse ,r cor-- 
respond une autre ordonnee y^ ce qui arrive encore si C vieiit 
a varier •, mais ce qu*il est essentiel d*pbserver , c*est que pour 
'toutes les valeurs tantde k que de C, la relation (2) reste de 
m^me forme, et que la droite prerid toutes les positions poW 
sibles dans le plan des axes. 

17. Qu'on veuille maintenant tronyer T^nation d'lme'droftfr 
*^B.Tli' (fig. '21), situee d*une maniere quelconque-: si on lui a 
*men6 par rorigme Aome paralleb AL> on obs^ryeta^qa^,. 
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l>our une abscisse x =s AP , I'ordomiee eonrespondanta de la 
droite AL, cest-i-dirp, Pm, 8«ra augment^e de niM :t= AR , 
que nous designerona par b \ ainsi en ajoutant b a chacun des 
membres de T^quation (a), et designant encore y+b::zVM 
par y , on aura pour equation de la droite RX' 

y=-T-77; \x + b (3). 

Ici flt et 6 Exent la position de la droite KTJ, de telle maniere 
que ces quantites etant donn^es^ on pent la tracer; mais si 
la droite est assujetie a quelques conditions particuU^res » 
comme d'etre menee par deux points , de passer par un pointy 
d'etre parallele ou perpendiculaire a \m^ droite donnee de 
position^ etc.^ etc.^ les quantites «e «t & sont des inconnues 
a determiner^ ainsi que nous le yerrons bientdt. 

,7 - ' ' 

18. Supposons les quantites €t,C, b donnees^ et qu'il s'agisse 

f^ ', de construire la droite de Tequation (3) : tout se reduit a coih 
xiaitre deiix de ses points ; nous cbercherons ceux dans lesquels 
elle coupe lea deux axes AX , AY (fig. 24) ; jor Tintersectioa 
R ^tant le seul point de la droite pour lequel on ait a:=o, 
<et R' Ifl seul point de la m^me droite pour lequel on SLity=o , 
on supposera successiTement dans (3) x-^zo , ^=0, eton 
trouvera -~ 

* t ATI sin(C— €e) , ^_, 

portant done a gauche de Torigine A la lon^eur AR', si elle 
est negative, et sur AY la longueur AR supposee positive,, 
la ligne ni^nee par ces deux points sera celle de Tequation (3). 

On peiit construire autrement. Ayant , par exemple , 
sincfcr= ^,^=:3, et connaissant toujours Tangle C entre les 
axe«,.©n j^t^jdra tfabord* A^ = 3; puis ayaitf men^ la pa^ 
rallele RX' a ',fX, on preaA-a Rp= i = rayon, des tables ; 
puis de R, comme centre, avec le ra}wn B^., on decrira uu 
arc de cercle; parp on lui menera une perpendiculaire indefinie 
sur laquellc;,- a partir de p, on prendra pm := 5; par m on 
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menera une parallMe a AX, jusquA cet arc, m WT, ct on 
tracera RM qui sera la droite cherchee* 

Si pour nne droito representee par' 

quoQ suppose rapportee a des axes obliques faisant .entr*eur 
un angle de 5o» (*), on veut trouver I'inclinaison «e sur Vaxe de» 
X , il faudra poser 

' -mo "n = i* dou sm«:=— ^cosrt — — 7-sm«e, 

8m(5o** — fit) * |/fl ^/a * 

et consequemment, 

1 

d'od Ton deduira, au moyen des tables, la valeur angulaire 
de *, laquelle, avec J =3 i , seryira a tracer la droite. 

k 

iQ* Pour la m^me longueur i=AR (fig. a6) et tons les 
angles possibles «e=LRX', la droite R'L prend toutes les po- 
sitions possibles autour du point R ; pour cbaque valeur angu- 
laire de a de 0° a 4^0^ » 9^^ avec toutea les valeurs possibles 
de b, tant positives que negatives , la droite R'L passe par tons 
les points de Taxe YY'; il n'existe done au^une droite dans le 
plan des axes, dontj^quation ne soit comprise dans (3) , pour 
un systeme de valeurs convenables de <e et b. 

On observera que les variations de Tangle ff n'influentpas sur 
la position de la droite , mais seulement sur rinclinaison com* 
Inune des ordonn^es . par rapport a Taxe des abscisses , de ma- 
ni^re que , pour une m^me abscisse , Tordonn^e correspond a 
un autre point de la droite. 

so. Si Ton d^signe la droite par* /, ces notations ( / , x) ; 
(i, y} seront propres i indiquer les angles de la droite / avec 
les axes des x et des ^ : aind on pouira remplacer sin et pait 

{*) Xfoiu snpposeroD* la diyisidit cen(««unale du cpucdrant* 



i / 
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9m(/j x)i et 8m(f«— a) pat 8iii(/,^); aiasi T^quation ^ 

deyiendra 

8m(/, X) , 

si. Supposons que les axes deTiennent rectangnlaires , an- 
quel cas sin(C— «)=cos«: r^quatioa(3) se change alor» 
dans celle-ci 

sin« , , , , -,. 

y = x+^=flJ? + ^ Wf 

'^ cos ct ' ' ^ " 

a repr^sentant tang «t : d'apr^ la notation pr&Mente, on peut 
r6crire ainsi 

jf = j:tang(Z, x) + ft (6). 

2fi. On construit T^quation (S)^ ainsi que nons Tavons dit 

pr^cedemment^ en cherchant les intersections de la droiteqa'elle 

repr^sente ^ avec les axes reetangulaires ; mais si }a droite passe 

par Vorigine (fig. 27 ) y auquel cas ft =? o , pour coostruire 

Tequation 

y — ax (7),* 

on prendra AP z= 1 =:rayon des tables, puis ayant port^ snr me ' 
perpendiculaire elevee par P^ une longueur PM,3sa, prise snr 
une ^chelle de parties egales entr'elles et a Funite lin^aire^) 
Textremite M sera un autre point de la droitje.. 

. Les deux droites 

* • 

sent paralleles , puisque le coei&cient de x , qui est la tangente 
de Tangle fait par la droite avec 4* axe des x, est le m^me dans 
les deux equations ; la premiere droite coupe Faxe des x a une 
distance =7 — 1^ a gauche de Forigine y et la seconde droite le 
eoupe k une distance =: 1 ^ a droite de la mdme oHgine. 

On trouvera que les deux droites 

Jf=X-4-l', jrss— X— I 

cotipent Faxe des xaa mfime point ^ qu*elles sOntsitu^es sjrme^ 
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triquement par rapport a Ysote des x, c'est-a-dire , sous W 
m^me angle, Tune au-dessus, Tautre au-dessous, et de pliu»> 
quelles sont perpendiculaires Tune a Tautre. 

La droite 

se r^duit a un point situe sur Faxe desy, au-dessous de Taxe * 
des X, a une distance de Torigine ^gale a Funite , puisqu*il ny' 
a qu'une valeur reelle de y , laquelle correspond a x = o. . 

Ainsi la ligne b et la tangente trigonometriqne a etant don- 

nees , il est possible et facile de construire la droite de 

Fequation 

y=zax + b', 

car ces donn^es d^terminent le point dans lequel la droite 
coupe Taxedes'^, point dont les coordonnies sont arr^o, 
y-^zzh^ et 6eM dans lequel elle coupe I'axe des a:, etquir^- 

pond a y =^p et x zzr-** -*. Reciproguement, connaissant Tor^ 

donn^e y du point dyis lequel une droite rencontre Taxe des^, 
et Tabscisseo: de soil intersection avecVaxe des a:, on pent 
Gomposef Tequatton do la dircdte. 

- Par exemple , rordomn^d de TinHersection d'une droite ayec 
Taxe des y , esti -^t* ^ ; et Tabscisse de Fintersection de la m^me 
droite, avec Faxe des abscisses^ est -i— f ; cm a d'abord fc=— |;. 
pour trouyer a , on decrira (fig. 28) de R', comme centre , 
avec le rayon = 1 = R'/i , un arc ajiquel on menera la tan- 
. gente nt, et on aura la proportion 

nf : R'» ::.AR:R'A; 

d'ou .' 

et , en observant que la tangente g. est negative , oa obtiendra 
cette Equation de la droite 



EA 



y^-^rit 



X 



^*^ 



aS. Dans* les questions smyantes^DQu^.^uppOseroil^Iesaxe* 
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vebtaiigiilaifes^ ensoxte i{tt'il s'agira toujours if^valuer les in-' 
o&EsaAes ffMet fr de mani^rd que la droite 

ait la position requiseu 

Pf obleme I. Assuj^tir une droite a passer par deux points 
donrUs* 

• Les donnees de position de c6s points , seroat x\ y' pour 
Tun, x^ ^y" pour Vatore; Ufaftt toire que cbaem de ces points 
se trouve sur la droite : c'est ce qu*on exprimera en disant, 
1^. que lorsque Tabscisse gen^ale x de-la dkciite^ deyient x\ 
Tordonnee correspondante y devient j^'j^fl®. que pour j:=3a:% 
Tordonn^e yzzzy". On a done a joindre a cette equation g^ne-« 
rale d'une droite . ' / . .-.--. 

ces deux equations de condition , 

... • i  

(2). .' . . y '= ax' -f b, ' f=axf+ i. .. .(3), 
dont la. ^difference dpnne , > ; 



sh 



1^ 



et pan .Id substitution de cette y^Ieur de a .(bus Tujie des 
eq^tioai7(ji7et ©Vo^ troiive •*- ' ' 

rtj|)tiPtadt cfeS valfeuts di^ a[%t b diite <0\ 6ri oBtient 

a? et j^ etant les coordonn^es g^nfrales djs la droite. Ofn par- 
viendra plus sJ4igleme4t ^ i^^tuation- (jQ en tetrattcbant (3) 
de (1) , ce qui donne 
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.€t substituant dans cette Equation la yaleur de a, iirie 6b 
la difF^rence entre (a) et (3)« II faut obaenrer iei que retrait^ 
cher (3) de (1) > revient a prendre dans (a) la yaleur b , etk 
la^porter en place de b dans (1). 

II ne sera pas inutile de resoudre la mfime question par 
la g^om^trie. Soient (fig. 29) 

Ar=a^y yM'=y, AP'=x', rwz=zy, ap=x, FVL=yi 

lea triangles semblables M'mM, M^m^M' dannent 

tfoA 

en remplapant ces lignes par les notations, alg^briques , oa 

retombe sur Tequation (4). I  - 

Dans le triangle M'^Mfm", la tangente trigonom^trique dt 
Tangle 'MWm'' est : ' - 

_ M!'m'' _ MT^-^My _ y— y _ y — y*^  ^ 

On a encore 

AR = fc =Pltf^- MW =PTVI'-: c X I^<=^/ — ^i^«<» 

ce qui est la valeur de h. trouviSe plus haut. 

II: qonvient encore de discuter T^quation (4), c'est-a-dire , 
de s*assurer;si ^l}e rend lea cgns^qyenc^s des bypothdsesi^ite» 
8ur les donn^es a/, y, x*, y", ce qui servira d*ailleurs de ve- 
rification. Dans, cette Equation > en£aisantar;== x', on trouye 
^ = )/, ce qiir doit arriyer. L Equation (4) reyient encore k 
celle-ci ^ * . v . ... 



ft ' « 



4» 

qui ppur a? =^^ d^nue y^y",Q^ qui doit^6tre. Si Ton sup«> 
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t 

.pose y* -ss.^^ et alors les denx points donn^ M^^ M' sont k 
la m^me distance da Taxe AX^ on trouye , d'apr^ (4) ^ (Q > 

ice qui indique que I'ordonnee generale est constante , ou que 
la droite est parallele a AX > conclusion qu*on tire encore de 
I'expression de a qui devient nulle. Pour j/ = x^y les deux 
points ]Vr^ M^ sont sur une perpendicnlaire a AX par Tex- 
tremit6 de x' \ en mdme temps a = oo ^ consequence de lliypo- 
these. EnEn , au3c deux hypotheses x' = x", ^ ^^y'y correspond 
a = I ^ ce qui apprend que la position de la droite est in* 
determin^e ; et en efiet , elle n'est assujetie qu'a la condidoa 
de passer par un seul point. Sous rh3rpothese^ =o ^ Fabscisse 
correspondante 

X 7 5 — 

y-^T 

est celle AR'^g.d^) do point de rencontre de la droite ayeq 
Taxe des abscisses : pour 07=0 , on trouverait Tordonnee AB=6. 

ProbUme II. Exprimer la distance de deux points au moyen 

des coordonnees de ces points (fig. 3o). 

La (£stance ATM' est Vhypothenuse du triangle rectangle 
MWm!*y et si on la designe par D ^ on aura 



Si le point IVT est a Torigine A^ les coordonn^s sf^V deve« 
nant nuUes y Texpression pr^c^dente se r^duit k 

D = y/y'^ + x"* = x" v/i + a\ 
parce qu*alors Tequation de la droite 

y = ax 
d«vant avoir lieu pour x= x", y = j'", domie 

/ = ox*. 
^ Probl^me III. Assitq^tir une droite d passer par un point 
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donnd, et a itre parallile d une ligiie donnee de position* . 

Soit 

y = ax + b (0, 

r^quation de la drpite donnee pour laquelle les quantites a 

et b sont cons^quefmnent connues : soit r^quation de la droite. 

chetcli^e 

y trz a'x -^ b\...(Qi) 

oil les quantiteSv o' et V sont inconnues. Designons par a:', y^ 
les coordonnees du point donne : puisqu*il doit £tre sur la 
jeconde droite , on aura la condition 

yz=ia'x'+b' (3): 

retranchant (3) de (2) , ce qui revient , comme nous Tavons 
dit ( probl. I), a <&valuer V^ x>n aura 

jf _y=a'(x — x').. ••(4); 

d*aillenrs , les deux droites deyant ^tre paralleles > les tan- 
gentes trigonom^triques a et a' doivent ^tre les m^mes *, in- 
froduisant cette seconde condition dans (4) , Fequation de la 
droite cherchee sera 

^ — jf' =^ a (a: — a:') (5). 

Si Ton yeut dire que le point donn6 est sur la droite donnee , 
il faut; ecrire que T^quation (1) a encore lieu en changeant 
q: en x\ ety en y, *auquel cas elle deyient 

y = ox' + i ; 

substituant cette valeur de y dans (5) , on trouye apris les 

» 

reductions , 

y :=: ax + b\ 

^oDC la seconde droite se confond ayec la premiere , ce qu*on 
tayait d'ayance. 

Probleme IV. TVouver F angle de deux droites donn^es de 
jyosition dans un plan (fig. 3i ). 
, ,Jjes donates dela question sont les angles CAXsz*, 
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CBX = J que doit faire chacune des droites arec Taxe AX > 
et il 8*agit de trouyer Tangle ACB = Y. On a (Geom.) 

d'oii tangY = tang (•'—«) =: 



o' 



/> 



l + OO 

en posant tang « =r a ^ tang «' = ol. Si les droites sont pa- 

ralleles y tang Y = o ^ et on trouve a^ =s a , resfdtat connu. 

51 les droites sont perpendiculaires Tune k l*autre ^ tang Y=oc ^ 

done 

1 '+ atf' = o (i). « 

Telle est done la relation {r^quemment employee qui existe 
entre les coeificiens . de x dan» les equations de deux droites • 
|>erpendiculaires Tune k Tautre. 

Reciproquement y dans le cas de cette relation ^ les droites 
font un angle droit; car on d6duit de (i)> 

cos « cos •' -4" sin « sin J = o y 

consequemment y 

cos («'-—«) = o; 
done Tangle 

m — « = Y = lOO**. 

ProbUme« Y. i^. Assujdtir une droite d passer par un point 
donnd et a rencontrer une droite donn^y sous un angh de-' 
termini ; a", trouver I expression de laVistance entre le poinP 
donn^ et le point de rencontre (fig. 32 ). 

1°. L'^quation de la droite donn^e est 

j^ = ax + ft (i); 

celle de la droite chercli^e est 

^=a<x+y (3). 

On connait a > i ^ et il faut ^valuer ci et V dTapres les 
con4itions de T^nonc6.: Or en tant que la droite cherchee doit 
pass^ par le point a/y y'y son Equation deyant avoir lieu pour 

3.. 



/ 
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et consequemment en retranchant (3) de (a) , on anra 

jr — y 1= a' (x — x').. . .(4). 

Nous avons done d^toiiiin^ b' d'apr^ Ftine des conditions^ 
et il reste i <yal»er a' d'apr^s I*atitre. Or m disignant la 
tang«nte trigonomteiqiie de Tangier entre los denx droites ^ on 
a (probleme IV), 

^= , , ,^ > doA a' = — — --; 
1 -f- aa 1— ma 

reportant cette valeur ponr a' dans (/Q ^ on introduira la seconde 
condition , et la droite cherch^e aura pour equation 

3^. Pour obtenir la portion de cette droite comprise entre 
le point x^,y et la droite donn^e, il faut connaitre les coordon- 
n^es de Tintersection de ces deux droites , coordonn^es qui ne 
peuvent ^tre que les ^ yaleurs de x et jf qui satisfont en meme 
tepips aux deux equatjons (i) et (5) , et que nous designerons 
par af^ y" : maw comme la formule de la distance entre deux 
points a/, y-, ic^,y, est donnfe an moycn ^^s differences 
•x'—Jt', y—y (prob.ltl), nous pr^arerons ainsi les iquH- 
tions (i) et (5) , 

y*'— y = (x' — x) : 

on d^duit de la ^ 

1 — ma 






' DANS UN PLAN. Zf 

Substituant cesvaleuiB dans laformule dela disUnoe^robl. II)» 

qui est 



on trouve 

m 



«=^^^v^ w. 



CiCHTsque le poiit scf, y' est ear U droite doBnte , l'^qaatioii'(>) 

etant satuEadte par oc\y\ donnt 

et , d'aprea cela , D = o : ce qui doit iXxt , piiisqn*aloxa I« 
droite men^e du point a:', y' an point x', jf*, est miUe. 

Lorsque la droite cberch^e doit fttre petpendicnlaire i la droite 
^Aomaha ^ en a m^do ^ i + n^* derient m% vt rapressami 
(6) , qui donne alors la plus couite distanca d'un point k 
un^ <]bx)ite , deyi^nt 

D= ^~^~^ = My (7). 

Quf la droite doir^ faire avec celle ^pii tst donate «o angh 

de 5o**; il faut faire m = i ,' et 

■Le rapport de D' i D , c'est-i-dire , de M'P i MT' , ert celul 
de la diagonale aa cAt6 du catri , qni a poor expression 

M'P . 

Ecriyons la pins comte distance (7) aott la forme 



\/'+i 



V 

a 
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et obseiTons que, pour la droits R'L (fig. 33), On a — -= AR', 
ensorte que. 

•2^1 _ vr' + AR', 



/+i ' 



si, la droite R'L taume autoor du point R', jnsqu^a devenir, 
perpendiculaire en R^ a Taxe AX , on aura a = oo et 

D = AR' — a/ = M'N'. 

Lorsqtie a=o et 6 = 0, on trouve d'apres (7) 

D = y = M'P' ; 

ce qui doit arriyer, puisque la droite donn^e ae cosfond 
^lors avec Taxe AX. 

Probl^me VI* Assigner la condition sous laquelle trois 
droites menies des trois sommets d'un triangle ^se conperaient 
en un seul point (fig. 34)* 

Soient x% y' \ a:", y" \ x", y* les coordonn^es des sommets 
D.; B et G : les trois droites menses par ces sommets auront 
pour Equations 

a', a"y a" etant les tangentes trigonometriques des angles 
entre cLacune de ces droites' et Faxe des abscisses, angles 
qui particulariseront le systeme de droites a Fegard desquelles 
on r^sout la question. II faut done dire que ces trok^quations 
sont satisfaites par un m^me systeme de coordonn6es x ety , 
lesquelles appartiendront au point commun ou de concours R 
des trois droites « On trouye ainsi F^quation de condition 

a'iy-y')+a"(y'-yn'^'(j'^y«)+ara'(a/-x-) 

+a"(^(x''—x') 
-f-a'aXx' — x') = o...(i). 

Si Ton place le c6t^ BC (fig. 35 )• sur I'axe des abscisses , et Je^ 



1 
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point B a Forigine A , ce qai donne 

x''=o, y=o, y'=o, 

r^quation de condition se simplifie et devient 

— ay+ a''y'+ dcfx"-^ a'aTx'^ a'aXx"-^ a/) =: o (a). 

Dans chacune des questions snivantes , il sera pins simple 
de former directement I'^quation de condition > que de recou-^ 
rir aux formules (i) ou (a). 

Probleme YIL Rechercher s*il existe un point unique de 
rencontre des droites menses des trois sommets iun triangle 
perpendiculairement dux cStis opposes (fig. 36 ). 

L'^quation du cdt^ AC^ est 



y = 



o 



> 



et celle de la droite DP* passant par D et perpendiculaire 
a AC , eat 



WW am^— JU % 



x^ ^tant Tabscisse du poii^t D. La droite DC assuj^tie a passer 
par les points D et C > qui ont pour coordonn^es j/ et y'y 

x" et y" z=o , a pour equation - 

V 

et celle de la droite AP qui lui est perpendiculaire , ^tant 

de la forme 

y = ax, 

on a ponr condition de perpendicularity entra DC et AP 
(probl.IV), 

Ob trouye de m^me que la droite DA ayant pour equation 

y^^x,. 

^ X 
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et la droite CP' representee pax . 

»eront perpendicuIairBg sous la condition 

-4- +1=0, doA «'=— -y-. 
X y 

II s*agit done de reconnaitre si les trois droites 

^ = *' J'__ — 7 — ^> J'= — rr (a:— x'), 

menses par D ^ A et C , se coupent en un point unique. Or 
d'apres la premiere Equation , la seconde et la troisi^me de-* 
yienn^tidentiques. Ainsi les deux perpendieulaires AP^ CP'se 
coupent sur la perpendiculaire DP" en R, et on n a pas eu be- 
soin de recourir a la condition analogue a (2)^ Qprobl. YIj]- 
Pour introduire la condition DA = DC , 11 ^faudra supposer 
x* = !ix", Le* triangle dey«nant equilateral , on aura 

y» 4. of* =t JS*= X-* = 4x^^, tfou / =: xV5. 

Arobleme VIII. Rechercher s*il existe un point unique de 
rencontre des trois droites men^ des trois sommets dun 
triangle aux milieux des cotds opposis (fig. 37}. 

Menons du point A au milieu M du c6te DC , la droite AM ; 
et designotts toujours par x'y y" !«« coordonn^es de D ^ et par 

.T*, y" z=lo celle de C ; le3 coordonn^es de M seront "21 , 
-^^ — : ainai la tangente trigonometrique de Tangle MAX 
sera tttV — »> ®* Tequation de AM, 

X ^1" "^ 

_ y" 

Les coordonn^es de MS xnilieu de AD« dtant-^. — .la tan- 
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v" 

gente de M'CA sera -^^^^ — t, , et consequemment 



tang M'CX = gr^ i 



ensorte que. 

J^ = ^^£.o^^ (^ — o W 




sera Tequation de GM^ Enfin M'', milieu de AC , ajant pour 

of 
abscisse — , Tequation de DM.' sera 

Or, comme en substituant dam (2) et (3) pour y , sa valeur 
donn^e par (1) , on deduit des resultats la mime yakur de x , 
savoir , . „ ** . v '" 

«n coridut de U que l«s deux droites CM', TXU.' at c^opent 
en ub point R' de AM. A cette valeur x repoad 

ainsi le point R^ est an tiers de la ligoe tSTO , k partir de 
W. Ce point R' eat^ en effet^ le centre de gx^yite du triangle 

(^Statique). 

Probleme IX. Reckereher sil txiste un point unique de 
coneours des twi^ perp^f^tbciUains 4tev^ eur les milieux^ 

des trois cotds dun triangle ( fig 38 ). 

L*equation de AD est 

y' 

celle de DC est .. • 



^""/ = Z— ^^^""'^''^* 
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celle de AC est ^ - 

y — o\ 

1®. r^quation de la perpendiculaire tur le milieu M' de 
AD ^ est 






J'~iy=-yr(x-i X*). .. .(0 ; 
a*. ceUe de la perpendiculaire sur le milieu M de DC y est 

3°. celle de la perpendiculaire sur le milieu M* de AC , est 

*=T ^- 

Les Equations (i) et (a) donnent^ apr^s avoir egal^ les va- 
leurs de y , 






ce qui prouve que les deux premieres perpendiculaires se 
CQupent sur la troisi^me , en E". D*aiileurs la substituddb d» 
la valeur dear donnee pat (3) dans les equations (i) et (a), 
rendant les seconds membres identiques > on en conclut que les 
deux premiers le sont aussi y et qu'ainsi les deux premieres 
perpendiculaires se coupent sur la troisieme. 

Probleme X. Trouver liquation dune droite qui divise iga'^ 
lement tangle de .deux droites donndes (fig. Sg). 

• Soient AD , AC les deux droites donn^es , et AM celle qui 
divise egalemeht Tangle DAC : on ^a pour Equation de AD ^ 

y z=z ax', * 

pour equation de AC y 

y zz=z, cixy 

et pour Ration de AM y 

y^kxy 

A 6tant une quantite a determiner au moyen de a et b. Or 
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AM fait avec AD un angle dont la tangente est 

•a — A 

1 +aA' 

et Tangle de AM avec AG a pour tangente 

A— of 



45 



1 +.a'A* 



On a done la condition 



A— a' 



a — A 



1 4- a' A ~ 1 4- aA ' 
d ou Ton deduit pour A cette equation du second degre 



qui donne les deux racines 



A — i = o. 



„ _ aa! — 1 — v/ (i 4- fl») (i + a'-) 

A r— ; . 

Gomme la relation 

A' A" + 1 = o 

• 

est satisfaite ^ puisque le dernier terme de I'^quation du second 
degr^ est — i , il faut en conclure (probl. IV) que les deux 
lignes AM qui resolvent la question , sont a angles droits ; Tune 
AM diyise Tangle donn^ ^ et Tautre AM' divise le supplement 
DAG' : et , en elFet , la division en deux parties ^gales de Tun 
de ces deux angles' ^ emporte celle de Tautre. 

On pent supposer^ sans alterer la gen^ralit^ de la solution , 
que la droite AG se confonde avec AX , auquel cas a' = o , 
et les racines pr^cedentes deviennent 



a 



A'= 



— 1— Vi + 
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' ]a premiere de ces denx taugentes ^tant positive , est celle di^ 
Tangle MAG ; la seconde est celle du supplement. 

" Probleme XI. Rechercher s'il existe un point unique de 
concours des trois droites qui divisent egalement les trois angles 
dun triangle (^^, ^). 

r^oos yenons de trouver 

A ^ , 

(K 

A^etant la tangente de Tangle DAC Pour resoudre la m^me 
question k Tegard de Tangle D y nous imaginerons par A une 
parall^le AC^ a DC; ensorte que la ligna AM^, qui divisera 
egalement Tangle CAD , sera parallele a la ligne DD' qui 
diyiserait Tangle ADC suivant la m^me condition^ et conse- 
quemment Tangle M^AC sera egal k Tangle DIX). Or T^qua- 
tion de AD est 

celle de AC, 

celle de AM', 

y = Bar; . 

ces ^quatibns ^tant les m^mes que celles qui ont.^ti employees 
dans le probleme precedent , sauf le changement de a' ea a, 
et de A en B , on aura ces detoc yaleurs de B , 



B' 



B* = 






La division de Tangle DC A en deux parties ^gales.par 
CR*^ est ramenee a celle de Tangle CAX' par AM" paral- 
U\e a CR* : or T^quation de AX' est \ ^ 



y 



o 



» 



e^lle de AC est 
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ct celle de AM' est 

done on*aiira ces deux Talems de C^ analogues i A' et a A^ 
(probl. X), 

« 



C= — : T ' , - (>._. 



« 



On dira que le triangle ADC est isoscele , en ^crivant « =— a , 
parce que « n= tang C'AX = tang DCX ^ qui est , au signe 
pres > la tangente de DCA = DAC : dans ce cas , 

V =z tang DiyC = 00 , 

ffoik Ton conclttt que la ligne Dt/ ^i divise fgalement TangU 
ADC ^ est perpendiculaire sur AC. 

n est facile d'^noncer la tangente B de Tangle DD'^C » ao 
moyen des tangentes A , C et «) et de jnger ainsi dn signe de B : 
designant par m la tangente de Tangle IXDCss^ADC, oa 
a (Trigon.) 

tangDD'C = B= i^=^ ; 

de T^gaUt^ ' 

DCX = ADC + DAC , 

r^suke celled 

ADC DCX DAC 






d'oii ( Trigon. ) 

jj^_- tang ^ DCX— tang I DAC _ tang 1 DCX — A 
^ i + tangiDGXxtangi-DAC i + AtangiDCX' 
or 

DCX+DCA = 5r, d'oA 5!^ = !r_5^; 

done 

1 11 



ta«giDCX=^^j^^^— = _pgj = _- 



f 
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d*ou Ton conclnt 



1 ^ 



C ^ 1 +CA 

. "^^ A-=-A=:c- 

; «(A~C)-(i+CA) 

~(A— C) + a(i+CA)' 

Pour 1 + CA = o , ce qui a lieu si les droites AR* et CR*' 
soiit perpendiculairefis Tune, a !*autre ^ on trouve B = et , en^ 
sorte que lyD et CD sont paralleles ^ et alors le triangle 
n^existe pas. 

Si Ton suppose les angles DAG , DIXC aigus ^ et Tangle 

DCX obtus , et que Ton designe tou jours par x*, y' les cbor^ 

donn^es du point D, et par x*, yz=zo celles de C ^ on aura 

pour -V equation AB.*, 

y = A'x, 
pour celle de DR*, 

enfin pour celle de CR", 

^. ^ = C'(x~x"'): 
les coordonnees du point de rencontre de AR** et CR* sont 

^~c—A!' y — a—K" 

la droite men6e par D etpar R*' aura done pour equation 

,_ y(C^A-)-A^CV^ ^ 



y" (Q! A' ) — A C X ' 

Ainsi y „ ,^ TTT ^, ,„ est la tangente que la droite 

X (ti— Aj — tiX 

xnenee par D et parle point de concours de CR* et AR**fait 

avec I'axe AX , et-si les trois droites concourent en R*, cette 

tangente doit 6tre ?= B'. Pour connaitre si cette identite a 
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Ii6u > ^luninons y' et a/' d'aprte les relations 

_ DP _/ _ DP _ y 

"*— AP^^* * — ~CP"— "x-— x'' 

tfou Ton d^uit 

y = ctx" , a/' = i ^— : 

ces substitutions donnent 

y((y— AQ— A^C^x^ _ aA{C—A')—A ' C{A—d) 
x''(a—A') — Caf ~ aC— *A^ -..W- 

Or si Ton multiplie le numerateur de la racine B^, d*abord' 

par j/i -f- «% puis par |/i +ce*, et qu'on ajoute ces pro- 
duits , on aura une somme divisible par a+eL\ ainsi en multi^ 

pliant les deux termes B' par la somme |/i+a*4" r * +**> 
on trouvera 

or comme A' A" = — i , C'C = — i , on a 

A' = — — = 



i-H »/i +a* 



C = -4 = 



d'ou I'on d^duit 



A* 



, / . ' a— A' >/ ; J C — <6 
yi+a*= j^r > Ki +<• = ""Tra- 
ces YS^leurs port^es en place des radicaux dans I'expression 
(b) la changent dans Texpression (a) ; d*ou Ton conclut que 
les trois droites concourent en un point. 

Th^oreme. Les points de concours , i^. des perpendicidaires 
menses des sommets sur les c6t4s opposis d^un triangle ; fi^ des 
perpendiculaires elev^s sur les milieux de ces cdt^s} Z". des 
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lignes qui joignent les sommets avec les milieux de ces cStii , 

sont fen ligne droite, 

Les perpendiciilaires mecees par A et D aux c6tdi DC et AC^ 
ont pour ^uations [ probl. VII ] , (£g. 36 ) > 

les coordonnees du point de concotirs R , sont 

;r = a? , y = 5 — x . 

J' 

Les perpendiciilaires elevees sur les mili^x des c6tes AD, AC, 
sont [[probl. IX 3, (fig. 38) representees par 

» I 

I 

les coordonn^ dn point de concows R*, soat 

L'eqnation d*une droite assuj^tie a passer par ces deux points 
de concoursR et R', est done 



ainsi tout se r^uit a reconnaitre si les coordonnees du point 
de conconrs de deux des trois droites qui joignent les sommets 
ayec les milieux des c6t6s opposes , satbfont a cette Equation. 
Or Tequation de la ligne men^e de A au milieu M de DC^ est 
Cprobl. Ym), (fig. 37) 

_ y 

G«lle de la droite meni6e de C an miUeu M^ d« AD , est 
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^t comme les coordoim^es du point R' d^iatersecdoii de cet 
deux droites', savoir^ 

reduisent r^quation (i) a z^ro , on en oondut que let trois 
points en question sont en ligne droite. 

Problime XII. lyouver le cosinus de tangle entre deux 
droites donn^ de position (fig. 4i)* 

On peut toujonrs i deux droites queloonques qui se oonpent, 
en substituer deux autres AL et A/ menses par Torigine A , 
et qui soient respectiyement paralUles aux propos^et. Pteiuuit 
AM=:AM'=: 1, on aurrf (Trigon.) et(ao). 



■•-• 



,, ^ AM' + AM' —MM' a— M'M' 

'^^^' ^ = — iASr^^AM' — = — r— 

Si Von designe par of, y les coordonn^es du point Af et 
par x\ y celles du point M% on aura (Probl. H.) 



"^**% 



M'M" = (y—yy + (p^— xy 

en observant que y* -+-«?'*= AM' = i , ct que y'^ + x''* 
= AM' =. 1 ; done 

cos (L, I) = yy + xV : 

or les Equations de AL et Ai ^ sont 

y=ax, y^<^x, 
et cons%aenunent , 

y t='fla/, ' y' = a'ar* ; 

d'ou yy = aa'x^af, et 

- . . cos(L, /)z=s.(tfa'4- Ox'x*"; 

4 
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mMk d'ailleurs aV* -f- jr'» =5 1 , a'^a?** + ac"* = i ; done 



/ * 



et enfin 

91* 

Poiar cos (L , O = o , ou (L, /)=:-, *x ^tant la demi- 

circonf erence ^ on a i+«a'==Oa relation d^mQnti:ee (probl. JV) 
eijitre lea coefficiens de Xy pour deux droite^ rectangulair^ii* 

On peut arriver a ce r^sultat dune maniere plus simple* 
En elTet^ si Ton designe par a T^m^le LAX> etpiyra' Tangle 
llkKy on aura 

cos (< — «') = cos « COS «' + sin a' sin «t ; 

or (TrigoU.), 

tang* 1 

V^i+tang*« V^i-f-tang*«t 

. , tang*^ ' , 1 

done en posant tangtf =2 a, tang a' =a', on trouyera par cea 
substitutions dans cos(ct' — <t), 

cos (* — a') =co« (L, /) = — 7- I. "^^.i :. , 

Probl^me Xm. ProbUmt des courtiers en nombre quel- 
conque (fig. 4^). * 

On entend par mouvement uniforme y le mouyement en yertu 
duquel un corps parcourt des espaces egaux dans des interyalles 
de temps 6gaux^ ensorte que les espaces sont proportiqanels aux 
temps employes <a les parcourir; mais les ordonnees d*une ligne 
droite sont aussi proportionnelles aux abscisses correspondantes : 
ainsi les abscisses 6tant prises pour repr6s6nter les temp»^ les or- 
donnees representeront les espaoes corr^spondans , et la yitesse 
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tpai n^est qtie Tespaee parconni pendant I'linit^ db tonps , sen 
Vordonnie correspondante a Fabscisse egale a rnnit^Jin^aire. 

En conserVant les disignationd employees dans Falg^bre 
(premise sect. , chap. 16)^ et prenant AP ^ i , Tordonn^e 
"PM correspondante sera la yitesse d du second courrier ; mais 
pour que Torigine des temps , qui est celle des abscisses^ soit 
4a m^me pour les deux courriers , nous sapposerons le premier 
courrier en R> lorsque le second est en A, ensorte qae I'espace 
AK deja parcouni par ce premier courrier , lorsqa*on compte 
6 temps y sera a-^bc^a ^tant Vintervalle entre led deux Heme 
4de depart , c la Titesse , et 6 le aombre d'heures dont le depart 
du premier courrier pr^cMe cehu du second. Si par JB. oa 
mene RX^ parallele a Taxe des abscisses , et qu'on prenne 
RP^= AP=s: 1 , F'^M'^ sera la yitesse c do premier conrrier^ 
et une ordonn6e quelconque de la droite RN> telle qoe/mv 
se composera toujours de ppfzitiASi et de //is, espace par«- 
couni par le premies comrier pendant le temps qn'emploie 
le second courrier a parcomrir Tespace pn' ; ainsi 4a qnestioM 
de trouver Vespace parcouru par le second courrier, lorsqn il 
rencontre le premier , se reduit a assigner I'ordonn^ QN du 
point d*intersection des deux droites AN, RN, et I'abscisse 
AQ da m^me pointy donnera le temps ^ole. fosqa'i.cette 
epoque y depuis ie moment du depart du second courrier. Or 
r^quation de la droite AN est 

* 

et celle de RN est 

^ 2= ex + a •+• ic ; ' ' •- 

mais an point de rencontre , les deux droites d^Vant nVoi;' 
m^mes coordonn^s , on aura. 

' 1 r 

a -{-be 
d— c 

v^vx de a; a laquelle correspond 



(0 



•'d{a -f- he) , . 



4- 
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Ia diff&epocfi Ji^n ezddre les esp^ces parcourus an bottle ^dii 
temps Ap^ est 

' • t/n^=: (c — rf)^-^-^ + be, 

laquelle devient nulle par la yaleur de x donn^e par la for** 
mule (i). 

Oa Yoit que Vespace AR d^ja parcouru par le premier com^ 
rier , lorsque le second part , Tenant a diminner , et deyenant , 
par exemple , AR^, si le point de rencontre doit toujoutv 
.^e en N 9 la Vitesse c , qui est la tangente de Tangle NR^X^^ 
xioit augmenter.'^ pour trouver ce qu'elle doit ^tre, on cfaer-" 
'Chera F^quation d^une droite assuj^tie a passer par les points 
A' et iSf , dont les coordonn^es sont o , y pour R', x* et y" 
poor N^ en observant que x", y sont les valenrs de x et^ 
licnpfes par les formules (i) et (pi), ^ y' I'espace parcouru 
•par le premier comrier , lorsqu'on compte o temps , lequel 
cspace est donne'; ensorte qu*en d^signant par A la tangente 
xte Tangle *NR'X", on aura (probl. I) 

Aiiisi-les trois couxriers dont les marches sont representees par 

y = dx, 

jr = ex + a + be, 

jf = Ax + y , 

^a rencontreraient au bout du temps represente par la for-« 
inu}j^ (i), et apres avoir parcouru Tespace represente par la 
formule (a). ' 

On remarquera que si dans la troisieme Equation , on fait 
variet y, et alors ^variera^ on aura de Qouyelles droites qui 
passant par diiFerens points de Taxe AY^ iront se couper et 
couper les trois premieres en N , d'oti il r^sulte que les cour*« 
Tiers dont les marches sont representees par ces droites , iront 
se rencon&er. 
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On ponrrait encore supposer des courriers en nombre qnel- 
conque qui se rencontreraient deux a deux , trois a trois , etc., 
et alors on aurait a ' chercher les coordonnies d'tntersections 
d'autant de droites correspondantes et donnies. 

Probleme XIV. Un point M ^tant doniU de position pat rap^ 
porta un angle YAX connu, et dans un meme plan avec lui , 
trouver sur ce plan deux dutres points inetvoL par lesquels 
Tnenant dans une direction arbitraire , deux droites paralleles 
mn/mV coupant les deux cotes de tangle ,' le poinf donne se 
trouve constamment sur la direction de tune des diagonales 
du trapize intercepts entre les paralleles et les deux cotes 
de tangle (fig. 43). 

Soit pris le sommet A de Tangle pour Torigine des coordon- 
nees , son cdte AX pour axe des abscisses ^ et son cdte AY 
pour axe des y, designons par x' et y les coordonnees du 
point M donne ; par ee et C ^ a' et C^ les coordonnees inconnue^t 
des points m et m' : il s*agit de d^erminer les points m et 
m'y de maniere que , quelle que soit d'aillenrs la direction . 
commune des paralleles mn, w!n\ le point M soit toujours 
en ]]gne droite avec Vune des diagonales De ou Yd, 

Les equations des deux paralleles arbitraires mhy mV, 
serent de la forme 

(i)... jy— C = N(x — *)/ jr— C'=N(x— *0--.(2), 

oik N est une indetermin^e. Chercbons les coordonnees des 
, points D et e; pour ayoir celles du point D^ on fera dans 
(i), y=o, d*ou resulteront 

lee coordonnees du point e seront donn^es par x:=:o dans (s) > 
et on aura 

L*«giiation de condition pour' que trois joints x tt y, x' et 
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y\ a;"' et y" soient en ligne droite, est ({Nrobl. P'), 

d'oii Ton tire 

Pour appliqfuer cette Equation aiix points M , e et D ^ on 

remplacera x %\. y par jf et y' \,af et y par — i^: — ct o ; 
jc" et y" par o et C' — Na', et on aura 

qui revient a 

equation qui, k raison de rindetermination de N^ se parta^^ 
dans les trois suirantes ^ . 

ttXxf'^A)^0, C(i/— a) + «/—?«' =tO, C{e^y^:^o: 

Le probleme est done indetermine> puisqu'il ne fournit que 
trois equations entre les quatre coordonnees « , ,C , a' et -^ 
des deux points chercbes m et rn. 

La premiere et la troi»ieme equation ne penvent ^e satis-** 
faites que par les quatre systemes de yaleurs 



*' = o 



C= o 



fit' =r o 



€'= v' 






/ 



/ 






Le premier systeme qui exprime que le. point m est sur Taxe- 
des .r , et le point mf sur Taxe des y , change la seconde 
Equation- dans celle><:i , . ^ - 

r(a:'— «) + «/ = o, ' 

qui ^nonce que les points m ou D , m' ou e sont en ligne 
droite aYec M^ ce dcmt on pent s'assurer «a rempla^^t dans 
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(3) ^ et a: par^a/ et y\ x' et y par « et • , x" et y p^ 
o et Q!. Ainsi les points cherches seront les intenections des, 
deux cdtes de Tangle ayec nne droite meaee d*ime maniere 
quelconque par le point donne. 

Qnant au dernier ajsteme qui ei^rime qae les pointB cher 
ches sont sur des paralleles men^ par le point M aqx. deux 
c6t^s de Tangle , 11 rMuit la seconde ^qoation i 

tfy' -^ Ca' = o ou «eP — C«' t!^ o , 

a cause de y = C^ ^ Equation qui exprime que les points 
cherches sont en ligne droite ayec Torigine ; eotorte que « poor 
ce second cas , ces pointi seront les intersections d'one droite 
men^e d'une maniere quelconque par le sommet de Tangle 
donne y ayec des paralleles a ses deux cdtifs , meoees par le 
point donn6. 

Le second spt^me «' =s: o , C^ ^ y change la aeconde Equa- 
tion dan» celled J 

a:^r=«t + a = 0, ou a/=:o, 

et le troisieme syst^me « =±= x', C = o la reduit k 

j/y = o, 

conclusions qui doiyent ^tre rejetees, pvisqae le point x'y y 
est donne. 



24* Enoncer t4quation d* uiw droite au mayen de la per- 
pendiculaire abaiseie de rvrigine sur cette droite (fig. 44)* 

Soifent ItR' la droite ^ d la perpendieulaire AD , « Tangle 
de AD ayec Taxe AX des abscisses : si Ton consid^e sur la 
droite un point^H. dont fes coordoimecs soienl; AP £& x^^ 
PM = Vy et que de P on m^ne la perpendiculaire Vp sur 
AD ^ et de M le parallele Mm a AD , on amit 



or. 



rf = AD = Ap + pD : 

Ap = x CO* * , pD = myi •=z y hia d. 
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done 

if = X cos at + jr 8ill« . • . .(l) 

est r^qnation de la droite RR' fixee de position par celle de 
la perpendiculaire et par la longueur de cette perpendiculaire. 
Si la droite RR' doit passer par les deux points x', y ; x", J^": 

on ajira 

d = of cos A + y sin *. . . .(a) , 

rf = x" cos A + y sin A. ... (3) ; 
done 

(x't— x') cos« + (^'' — y)8inrtk=0j, , 

et cons^qoemment 

niais d*apres ces formules demontr^es ( Trig. ) , sayoir , 

1 



JuiXdz -77==J=^=s, ,cos« = 



l^i + tang* A ' V^ 1 + tang^ a 

ou 



x'— x" 
sm ce r: 



♦TTT > 



COS A = 






et, d'apres Tune ou Vautre des formules (a) et (3) , on trouve 






asy— ajf 



distance de Torigine a une droite passant par deux points x' 
et y.y x" et y . Repoitant ces valeurs de <2 , sin ct et cos oe, daAs 
ViSquation (i) / on obtient.celle-ci 

(^•_y)x_(x''~xO j^=a/y"-</. . . .(4) , 

forme a laquelle se reduit, en effet , Tequation d*une droite pas- 
sant par les points x^, y ; x", y (probl. I). 

a5. De I'^quation polairede la ligne droite ( fig. 45)- 
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F 4tant im point donne de position et qu*oii nomme p^/e ,. 
tout point M d*une droite // connue de position y est donn6 par 
FM = % J qtt*on nomme rayon vecteur, at par Tangle p entre 
ce rayon et one parallele FX menee par F a Taxe des abscisses. 

Or 

^ = PM = P/ + /M, 

X := AP = Ap+pP. 

Si Ton d^signe par p et </ les coordonnees connnes du p6Ie F , 
rapport^es a I'origine A, onanradofic 

{i).., .yzzzq-^'zsia.f , x=prirz cos^,.. ..(a) 
par ces t^eurs de x et y , I'equation de la droite , qni est 

y = ax + b. 



deviant 



z (sin ^— -a cos ^) + </ — flp — i = o, 



d'oOi. Ton tire 



sin^-— acos^* 



Pour « =r - , on a 



sinf=i> . cos ^ = o et z^=:'^{q':^ap-'^b). 

» 

Si Ton d^signe cette yaleor FM' de z par R,. on obtiendra cetta 
equation polaire de la droite 

R 

Z = -: : : 

Sin f — a cos p 
on deduit encore des equations (i) et (a) 
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CHAPITRE m. 

De la tixmsformation des coordonnees dans unplan. 

a6 . XL serait diiGcile de faire pressentir ici Futility des for- 
mules que nous aliens d^montrer : nous nous bomerons done 
a observer qu'ayant une suite d^ points rapportes a un systeme 
d'axes soit rectangnlaires y soit obliques et a une ceitaine ori- 
gine , elles servent a rapport«r ces points a un autre systei|si<| 
d axesrectangulaires ou obliques et a une autre origine; et comme 
I'expre^sion des anciennes coordonnees en nouyelles > renferme 
des quantit^s relatives a la position de la nouvelle origine , par 
rapport a Fancienne , et a Tinclinaison de chacun des nouveaux 
axes sur les axes primitifs y il s'ensuit que si la nouYelle ori- 
gine et les nouveaux axes ne sent pas donnes de position > on 
pourra disposer des quaiitites qui les iixent y de maniere a sini- 
plifier la relation donn^e y sans cependant lui faire perdre de 
sageneralite : par la^ la description de laligne et la recherche 
de ses proprietes deviennent plus faciles, comme on le y^rra 
dans les deux chapitres suiyans. 

Probleme I. Passer dun sysUme deuces d un autre systime 
daxes respectivement paralUles au premier (fig. 46) • 

Supposons qu un point M soit rapporte par ses coordonnees 
AP = j: , PM = jr aux axes rectangulaires AX , AY, et a 
rorigine A, et qu'on veuille le rapporter a une origine A' 
donn^e de position par rapport a A , et a des axes A'X', A'Tf ' 
parall^Ies aux premiers : on connait done les coordonnees 
AB = a, BA!=b de la nouvelle origine A' rapport^e k Tori- 
gine primitive A : si Ton designe paf x'y y' les coordon-* 
n^es h!Vy P'M du point M par rapport aux axes vari^ , on 
aura entre Xy y y ccfy y\ ces relations . 

x = a + x'y J' = 6 + y--..(o* 



t 



'1 
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qi)i ont encore lieu dans le cas ou les axes AXj AT sont 
obliques , pourvu que les axes varies A^X', A^^ leur soient 
X>aralleles. 

Probl^me 11. Passer iun sysUme de coordonnees obliques 
a un autre systeme de coordonnees obliques , en conservant 
torigine ( fig. 47 ). 

AX y AY soot les axes prindtift anx^uels estrapporte le point 
M par les coordonnees AP=x, PM==y ', AX', AY' soatles axes 
varies par rapport aoxqueliB les coordoim^ du point M soct 
AP~: x\ P'M = y^ ; Tangle entre les axes primitifs est 
YAX =C, et les axes varies AX', AY' font avec AX des angles 
X'AX = tf , Y'AX = «'. On a 

;r = Ap4-pP = Ap + Fp', ^ 

^=:tMp' + pP = Mp'+.P>j . 



mais 



An — gin (g~«) . ^^t _ sin (^— ^0 ^ 



sm b ' sin 

**-/ *^^ *' y w sin «t , 

'^ sinb -^ '^ .sin C 

Aiisi pn a 

a:' sin (^— «t ) -+- y' sin ( ^-^« 

* sin C \ r \ 

X sin fit + V sin fit ' 

y = sS^ 

Pour deplacer rorigvne, il faut, d'apres les equations' (1) , 
ajouter u au second membre de la premiere de ces formttles ; 
et 6 au second membre de la secoude, et pv.li > ces for- 

mules deviennent "^^ 

«. 

+ j! sin (ff — «t) 4- y' sin (C — ^0 
 '  \ — ^ y. / '^ — ^ — -^ 



, , x' sin fit' + y' sin di 

y~ * H 1:^ • — ^ 



sin f 



] 
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Probli^me )il. Passer dun sysUme daxes recUmf^daifes 
d un sysUme daxes obliques (fig. 4? )* 

Lorsque les axes piimitifs AX^ AY deviennent rect^nga- 
laires ^ Tangle Centre ces axes, est = 100% 8inff= i \ et le» 
formules (3) deyicnnent 

a; =a-f- x'cos «t+ y'cos «t' , v = J + x'sin at + j^sin «' . . . (4). 

Probl^me IV, Posset duk iystkme daxes rectangiUaires 
a un autre syst^me daxes aussi rectangulaites. 

On a done tt^-~«=: 100*^^ et cons^quemment 
sin a.' = cos * , cos a' = — sin « > 
et les formules (4) deviennent 
x^^-a'^-afci^tL^^ymdL^ jr=fr-|-a/sin«+ycosa...(5)r 

Probleme V. Enfin , passer dun systime daxes obliques 
d un syst^me daxes rectangiUaires ( fig. 48)* 

On pent an moyen des formules (4) , evaluer a/, y qui sont 
les coordonnees obliques y an moyen de a; et y^ qui sont les 
coordonnees rectangulaires ; ou bien on resout la question di- 
rectement^ comme on va le voir. Soient AP^= x\ V^Mzz^y les 
coordonnees obliques du point M; AP=x, PM==y, les coordon- 
nees rectangulaires de ce point > et d^signons par a,\ ct les angles 
des axes AY', AX' avec AX. On a 

y = MP' : cos A :: Mp : sin ( *'— « ) ^ 

Mpr=MP-r-.Pp = y— -X -^-r- ; . r 

^ '^ ^ cos «t * 

doBC 

yy cos ee— a: sin * 
sm(fit— a) 

En second lien , 

y = AK: sin*':: Ap*': sin(*'— «)^ 

Aj/ = AP — p'P :?= jt: — y -: — r*V 
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done 



X SULA^-— V C06 CL^ 



^ • - J?8ULit — jr 

Slllfct — «) 

Ainsi en changeant en m^me temps d'origine ^ on a ces formvlet 



a: sin «t' — V cos «' 



, , a: sin «t — y c 

X =a-*j-— — ^T — - — ^ - ^   



X 



*^^*-*> >....(6). 
, , . V cos « — j: sm «e ' ' 

•^ sm ( «c — a ) 

fl7. No«s icxirons les fonnules (3) , (4) , (5) et (6) en fai- 
sant entrer sous les signes sin et cos , les axes primiti6 et 
varies entre lesquels on prend les angles (ao) : ainsi on aora pour 
le passage d*an syst^me de coordonnees obliques x^ y k vsk 
autre syst^me de coordonn^s obliques x\ y (probl. 11)^ 

-''"^ »inO,x) ' • 

, . Jiin ( J, a?0 4-ysin (y,y) , 

pour le passage d*un sysl^me d'axes rectangulaires x^ ykvok 
sjstdme d'axes obliques of, y (probl. ID), 

X = a + a/ cos{x\ af^ + y cos (x, y), 
jr = i + ^ 810 ( a: , j/ ) -f- y sm (x , y ) ; 

pour 1^ passage d'un sjsteme d'axes rectangulaires i on systkme 
d*axes'rectangulaires Qprobl. IV), 

 

X = a + x' cos(a;^ a/y ^-^ y 9Uk{x ^ xf) , 
y 5= 6 + ^ w* (*> *') + y C08 (x, j/); 

enfin , pour le passage d*un syst^me d*axes obliques a nn sysltai* 
d*axes rectangulaires (probl. Y) , 

^ L J^sin(y,x) — ycos(y,x) 

Sin Qy , x) 
' A _L- ycos(x^, 0?) — X sin (3/, j) 
-y-^-"*" sin'^/^'^^O • 

a8. Nous donnerons plus loin y lorsqu*il s*agira de Tespace ^ la 
transformation.des coordonn^ en trois di&eBsions. 
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CHAPITRE IV. 

Construction et discussion de VS<juation generate du 
secqnd degre entre deux variables. 

ag . lA ous avom recozmu (chap. D) qu9 toute ligjae iroite etait 
representee par Tequation jczrax+i ; r^clproquement une eqiut" 
tion du premier degre a deux variables ue peut conveiur (pi*aim« 
serie de points en ligne droite ; car on en tire 

<• = a ; 

or y-^b est Tordonn^e rappcotee a un axe des abscisses , paral- 
]^le a Taxe prtmitif et a une distance b de celui-ci ^ et comme le 
rapport de cette ordonn^e a son abscisse x est une constante a , il 
s*qn8uit que le lieu des oxtr^inites des (urdonnees, est une li^e 
droite. 

So. Nous aliens maintenant cotisid^r^ T^qiiatiDH la plus ge- 
nerate du second degr6 entre deux yariaUes ^ qui est I21 suiyante , 

A,B, C, D,E, F ^tant des coefSciens donnes , et nous 
chercherons i. construire et k ^numerer les lignes qu*elle repr^ 
sente^ et que nous nommeron^ lignes du second degre, on courbes 
du premier ordre , puisqu*e]les ne peuvent ^tre des droites , 
ainsi que nous le reconnaitrons bientdt* La lettre x repr^sentera 
toujours Vabscisse qu*on se donne, et de laquelle on conclut, 
d'apr^s r^qnation , Tordonniej^ correspondante. Ainsi en con- 
sid6rant Vabscisse x comme conntie> nous r^soudrons^ une 
fois pour toutes , Tequation par rapport a ^ : i cet effet , nous 
Tordonnerons suivant y de cette maniere . 
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en diviaant par A et re^olyant y on obtient n 

>'=''" -IX^-i »^t:(B*-4AC) x«+ 3(BD-aAE)x 

4-i>-.4AF3....(2). 

Cette formule des yaleurs de y est composee de deox pttrdei 

Bx + D 

qu'il faut soignensement distinguer : Fiine — — est 

sA 

rationnelle ; Tautre est + «t — i/ C 3* Oanipons-nou» 

d'abord de la {fremiere, et representons par Y la portion cor« 

respondante de Tordomi^e y : on awra done a constmire la 

droite * 

Y Bx+ D 

^ Sa"^' 

en supposant que les points de la ligne repr&ent^e par ( i ) 
soi^;it rapport& k. des axes rectangulaires AX, AT^ prt-> 

nons (fig. 49) 

Taleur de Y pour x-=.o , et menons FG parallele a AX et 

FH fai^ant avec FG un angle dont la tangente i»oit -^ -^ ; 

nous aureus pour AP=x, 

PP'=Y=-^^±5....(3); 

2 A ^ ^ 

pour la m^me abscisse AP ^ le radical y multipli^ par — r 

aA 

sera une longueur a porter de P' en M' pour le signe -— , 

c'est-a-dire, dans le prolongement de Tordonn^e Pr supposee 

negative , et de F en M pour ' le signe + -> ensorte que M . 

ft M' seront deux points de la ligne de T^quation (i) y cor-* 

respondans a Vabscisse AP. En efFet , en designant par y, y" 

les deux yaleurs correspondantes de y y donnees par (a) , on a 

y=— PM=— PP' + P'M, y'zz: — P»f = — PP'— P'jtf. 

On r^p^tera la m^me construction pour toute abscisse x y 
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ayant soin^ dans les cas particuliers > de teAir coinpt€ > dans 
la construction^ des signes de9 coeflficiens A^ B...F. 

'3i . La droite FH de I'^quatibn (3) jonit done de la propriit6 
de diviser en deux parties egales toutes les transyersales ou 
corde»MM' de la courbe , parallele a AY , propri^te qui Va fait 
uommer diam^tre de la courbe. 

La premiere recbercbe a faire est celle des points dans 
lesquels la courbe pent couper ce diametre : or ce qui carac- 
t^rise ces points , et ce qui ne caracterise qu eux , c'est que 
pour ces intersections / Vordonnee de la courbe ne diiFi^re pas 
de celle du diametre : done les abscisses de ces points seront 
donn^es par Tegalit^ a zero du radical : ainsi on doit poser 

y/[(B* — 4AC)x*4-2(BD — sAE)x + D»— 4AF]=o, 



ou 



/». /Ar^Np a I a(BD— 2AE) ^ D^ — 4AF-1 

^^^^^)L^^+ B>-4AC ^+Br=r^J=^' 

resolvant cette ^nation , c'est-a-dire , le facteur entre les pa- 
rentheses , parce qu'on n'a pas generalement B* — 4^C = o , 
pn trouve , ees deux valeurs de a? , 

— (BD— fl AE)±: v/C(BD— aAE)*— (B*— 4AC)(D»— 4AF)3 .^ 

-—' •• W^^r^AC "'^^ • 

la condition de r^alite de ces deux racines que nous designerons 
par x\ x", est' done 

(BD— 2AE)\— (B* — 4AC)(D«— 4AF)>o, 

ou bien , en efifectuant les operations , 

4A ( AE*+ CD*+ FB* — BDE — 4ACF) > o. . . . (5). 

. Pour construire ces abscisses a/, re", on portera , a Tinutation 
de ce qu^n a fait plus haut pour construire Tordonn^e y , 

BD-— aAE , . ^ . 11 . . 

une longueur — ^a /a Tt , de A en C , si elle est positive > 

et a gauche de A , si elle est negative ; puis , a partir de G , 
on prendra CB' = ^^^^r^ , et CB =-, ^-^..^ 
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ces points B^ B' on m^nera les ordonnies Ba, BV^ et lea 
points a y a qui sont en mdme - temps aur la coorbe et sur 
le diam^tre FH, ont pour ordonn^es 

_ Bx^-f D _ Bj^+D 

y^ .flA ^ y— sa"* 

On bbs^rvera qu'i cause de CB' = CB , on a*Cfl'=Ca, ce 
(pii fait donner k ce point C la denomination de centre de la 
courbe : nous verrons plus loin que toute droite men^e par ce 
pT>int et termini a la courbe , est diYis^e au centre ^gale- 
ment. Si Ton designe par X et Y les coordonnees de C^ qa*on 
salt 6tre 



on- trouve 

flCD— BE 


BXH-D 
' ' aA » 

ft 


"" B*— 4AC • 
„ Sous la relation 


•*• \i 

• 



4A (AE»+ CD*+FB»— BDE — 4ACF)< o. .. .(8), 

les racines x\ x" sont imaginaires » ensorte que ki touibe iw 
coupe plus le diam^tre FH ; d'ou il ne faut cependant pa» 
conclure que la courbe soit imaginaire , paroe -^qu'elk pour- 
rait ^tre situ^ie au-dessus ou au--des8ons de ce diam^tro* Eafiii 
sous la relation 

4A ( AE*4- CD*+FB*— BDE — 4ACF) = o. '. . .(9): 

les intersections a et a' s^ r^unbsent aucentre C^ puiaqiielci 
abscisses AB = x', AB' = x' deyiennent AC. 

?2. Mais on pent aussi se donner y et conclure x ; alors les 
y sont les al^scisses , et les x deyiennent ordonn^ . et on dit 
que la courbe est construite sur I'axe des y, Dans ce cas^ on 
&rit Tequation (1) sous la forme - t * 

Ca?* + (By + E) a; 4- ( Ay*+ Dy+F) = o , 
et'la resolution donne 



GS CONSTRtJCTK)!! ' 

aC 
- ^ l/C(B'-4AC)y+ 3(BE-2CD)j.+E*~4CF] .... (lo). 

Ayant de coristruire , il sera bon d'observer que pour passer 

d^ la formule des racines y a ^elle des raciaes x, U «iifflt de ' 

changer dans la premiere.^ en x, et con^equonuDent o^ ^^ Y > 

puis A en C ^ D en ]B , et ric^oquement , c'est-^^ke.j ea 

cpnserv^t J3 et F , de dianger dains la formule (a) les coefin 

cien^ de y en ceux de 4; , et rec^roquemeat. 

On construira d'abord la partie rationnelle de la yaleio: de 

Bv+£ 
X , representee par — » ^ ^  ^ ]ac[ueHe doanera la Kgne 

droite F'H', et pour une abscisse y = AQ , il faudra aloager. 

rordjmaee popr^p.ondajit^ x = QQ' de Q^:S= ^ V/C ] > 

«t la diminuer de Q'N' = 7; VL l'> ^o^ ^ rfeuhe 

que ies transtersales on oordes de la courbe , paralleles h, Taxe 
AX f tcmtydisnaees egaiementpttr oeltedroiteF^' qa'on noniai* ' 
efKiOTt diamHre, Los abticijses Aft, Ab' desiaAersectioBs u, «' de 
la €c»irbe avec ce diawetra, ^at Aossi doimees par I'^galite a 
saixb du poijaaome S4xas le radieal dans (10) , x\est*ft^<£re , par 

^ , (BE^-qCD) , E^— 4CF . ^ 

5Si c^ .xasmQs acnlt <r^eUes , m 

4C (AE*+ CD*+ FB*— BDE — 4ACF) > o. . .(la) , ^ 
iinaginaires > ^ ' 

4C(AE»+ CD»+ EB*— BDE^4ACF) <o..,(i3), ; 
4gales, si \ > 

4c ( AE* + CB*4- <*Bf — BPE ^ 4ACF) x:^ a, . ,(14). 
il est facile de reconnaitre que le§ deu^ diaa^^treis FHj, 



' ^ 
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V'H' 86 GOttpeot aoL ceatse C de la cpurbe^.caur n , pour 
trouyer leur intersection y on suppose m^es coordonate^ 
dans leurs equations qui sont les parties rationnelles des for- 
mules (a) et (10)^ savoir: 

' v_ BX+P --_ BY + E 

^ — HT' ^- Sc~' 

on troiiye 

BD— aA£ 



X = — 



r-. > 



B*— 4AC 

qui est I'abscisse de]a trouyee du centre. 

Lorsque la courbe rencontre ces deux diamtoes^ ce qui a^ 
lieu sous les conditions (5) et (i3)> on sait trouyer quatre de 
^es peftBts;/€m.peiit> dans pkisieim caa> ea x>bteiiir quaftnr . 
autres. Si, par exemple^ on yeut trouyer les points dans les^ 
quels la courbe peut couper I'axo des abscisses , il faut faire 
j=o dans r^quation (i)^ typotfaese qui la rUmt k 



\ 



Ca:*-f- Er + F == o....(i5); 



d'oii resultent ces deux abscisses , 



— Edb^/E^— 4CF 

elles seront r^elles , ^gales ou imaglnaires , sniyant qn'on aura 

E» — 4CF>o, =0, <o: 

dans le second cas , les deux intersections se reduiront a une 
^^aie, ensofte que Taxe des x a'aura qu'mi point oomntmt 
ayec la pouxbe k laqodle il s^ra tangent , coubm ^a le yerra 
mieuxdans le cfaapitre des tangentes. 

En faisant x = o dans (1) , cette equation se r^duit a 

Ay*+ Dy + F = o, 

«t tes ordonn^Ses des istersections de la courbe ayec I'axft 
des y, sont 

y= ^—j- — 2:— .-...(l6); 

5.. 
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ees ordonn^es sont r^elles y egales ou imagiiiaires', snivdnt' 
rime ou Tautre de ces. relations 

D* — 4AF>0, =o, <o: 

60118 la relation intemiediaire ^ Taxe des y sera ^tangent a la 
courbe. « ^ 

33. Nous reprendrons ce ^ qui precede j sous iin point de 
yue different. 

Si dans la formule (a) des racines y y on fait passer . la 
partie rationnelle dans le premier mend)re , si Ton multiplie 
de part et d'autre par aA^ et qu'on ^l^ve au carre y on tronvera 

(aAjr+Bj?+D)»= (B*— 4AC) x*-f a (BD— aAE) x+D*— 4AF, 

c'est-i-dire , ' 

-. (aAy+Bx+D)* 

— [(B«— 4AC) a:» + fl (BD— flAE) a:+ ly— 4AF] = o ; . 

or 

( B« — 4AC) x*+ a (BD— aAE) x 

= 51:::;^ KB»-4AC)x+BD-aAE]* 

(BD— aAE)\ ; 

B*— 4AC • 

done Fequation prec^dente revient k 

(B»— 4AC)(aA>r+Bx+D)»— [(B»— 4AC)x+BD— 5>AE]" 
+ 0(BD — a AE)*r- (D»— 4AF) (B»— 4AC)] = o : 

conune la (juantite entre crochets y n'est autre chose que 
4A ( AE»+ CD» + FB»— BDE — 4ACF ) , 

si Ton d^signe par M le facteur de^CA, on obtient enfin cette 
transform^e de T^quation g^n^rale 

<B*— 4AC) (aAy -^ Bx+D)*— [(B*— 4AC) x -f BD — aAE]^ 

+j4AM = o...-.(i7;. 
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En partant de la fonnule ( 10) , on serait conduit a cette 
transformee 

CB»— 4AC) (aCx+By +E)«— [(B*— 4AC) y+(BE— aCD)]» 

+ 4CM = o..'..(i8). 

Du rapprochement de ces deux transformees , on oonclut 
que si les coefficiens A et G sont de m^me signe , et , dans 
ce cas , on peut tonjours les ramener k avoir le signe plus > 
la possibilite ou Fimpossibilite de la propos^^ ne dependra 
plus que des signes des quantit^s B^ — . 4AG et M. En efTet , 
B^ — 4^G et M etant i\egatifs , chacun des premiers membres 
(17) et (18)9 qui devient la somme de trois termes de m^me 
signe y ne peut ^tre nul , ensorte qu'alors la propos^e ne 
represente rien y conclusion encore vraie pour M = o : maU 
lorsque M est positif^ B* — ^C itant toujours negatif, 
les premiers membres (17) et (i8}^tant composes de termes 
afFectes de differens signes y peuyent remplir la condition 
de I'egalite a z^ro y et la proposee peut €tre satisfaite par des 
coordonn^es r^elles. La quantity B* — 4^C ^tant positive, cc 
qui arrive 'n^cessairement lorsque les coefficiens A et G 
ont des signes contraires> les ^galites (17) et (18) sont tou- 
jours possibles sous les deux signes de M^ et lors m^me que 
M = o. II resterait a supposer B* — 4AG = o avec M < o, 
= 0, ^o\ mais. ces cas qui ne laissentplns de difficult^s^ 
seront examines dans les num^ros suivans. 

54' Nous passerons a V^um^ration des courbes represen- 
tees par Teqiiation g^nerale (1). Les racines y donnees par 
la 'formule ' generale 

_ _ Bx+D 

. y ~ aA 

~ ix V^K^"*"^^) ^+ ^ (BD — flAE) x + D'— 4AF]v 

seront r^elles pour les valeurs de x qui rendront positif le 
trinome sous le radical , et elles seront imaginaires pour les 
abscisses x qav rendront ce trinome negatif : or on a vu 
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(Alg., I'* nect. ycbap* XXYIII) qn'on poavatt touJoofB ali- 
gner pour X une Talenr telle qne le signe de ce trinome, ne 
dependit plus que de celui dn tenne de plus haote puissance 
de X 9 ou senlement du signe de son coefficient B* — 4^C , 
qnand le plus haut exposant de x est pair comme ici ; et on 
a demontre de plus que le signe de ce trinome ne ehangeait 
.plus pour des yakurs de or, ind^Gniment plus grandes. Ainsi 
]es raeines y finiront tOD)om3 par derenir reelles ou imagH 
fiaires , snivant .que le coefficient B^-^ 4^€ sera ^ o ov 
<; o; et s'il eat nul^ la r^Iite onrimaginarite de des racincs jr, 
dependra dn signe de BD — - aA£. Nous aurons done a eonsi- 
derer let ^rois relations 

B*— 4AC<o, =o, >o. 

Courbes caracterisees par B* — 4AC < o. 

35. La formule generale des racines jr.peni toe ^oncee 
de cette maniere : 






^~- ± -V v'KB*— 4AC) (x-^O (X— xOD-Cig) . 



aA aA 



en obsenrant qu*on a denote par x\ x' les abscisses des 
intersections de la courbe ayec le diametre FH^ donn^es p«r 
la formule (4), lesqnelles peuvent ^tre reelles in^gales^ reelles 
,^gales i ou imaginaires y circonstances annoncees par les rela- 
tions (5) , (9) et (8). 

Supposons d*abord les racines x'y x' reelles inegales : lors- 
qne la valeur attribuee a x , sem > a:' = AB et < x's AB^ 
(fig. 5o), les facteurs x— x', x — j(f prenant des signes contraires, 
leur prodnit sera negatif y et consequenunent la quantite 
sous Ic radical y sera positive y et la double valeur de y seta 
reelle. 

Pour x=x'=AB et j?=x* = AB', le radical s'era*- 
nouira , et les ordonnees correspondantes seront celles des 
intersections a et a^ de la courbe avec le diametre FH. 
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/ Poor x^a?*, et, a plus forte redsow, >'jc*, Ic ndical «t 
:le9 raleura de y deYieiment imaginaifes : il en est de meme 
.pour X ^ x\ et conseqiieiiiiiieift ^ x". 

La coorbe est dene tout entito oonipme entre de«x limites 
Bo I Va' paralMlea a Faxe des y , lunites doQt on peul toi^ 
joun^ assignor la position. 

Passons au cas des racines reeUes et egaks : la fonnuk 
geniiale (ig) devient alocft 

pour X ^ eo ^ x', Ics deux raciaes y soHt unagjuaires *, 
IMHir j; =3 x', ellea sa r^duiseqt & une seiile qot est 

BaZ+D 

y= Sa-' 

ordonnee di\ centre G, puisqne a/ est TsdMcisse de ce point. 

Que les deux racines x\ x" soient imaginaires : le trinonie 
facteurdeB* — 4A-C-sous le radical 



ne pauvant ebang^ de.9igBe> queifiie valeior qa'on domie k 
X (Alg., P* sect., ehap. XXVIII),. doit conserver le signe de 
x^, et consequemment le produit sons le radical , conservera 
le signe de B' — ^XC \ done les valeurs de y seront ind^ii* 
iiim6nt imagmaffes ; ensorteqne lacorarbe n*aura pas d'inter- 
'sections avec )e diametre FR. 

Si Ton observe que le caractefe B*— 4-^G^o suppose 
essentiellemen( ^u« le« eoeScien^ A ef C atent le menie signe, 
on d^duira du rapprochement des conditions ^) et (i^) ^ (8) 
fet (i3), (9) et (i4)> d^ms lesquelles 1^ facteurs entre parentheses 
sent identiqu'eBient les- memes , qu^ les racines y' et y" soiit 
reelles ineg^les^ imaginanrea, reelle^ et eg^es en meme. t^mp^ 
que les racines oi/y 0^ : ainsi, dans le premier cas, la courbe aura 
deujc autres limites bdy ltd paralleles a Taxe des x (£g. 5o) ; dars 
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le second , elle n'aura pas d*ijitenectioiift avec le diaxnetrd FV, 
et a toDtes.les Taleurs-de Fabscisse j^, correspocdront des 
ordomiees x iinagiiiaires : dans le troiaieme , la courbe n'ama 
qa*iin seal point qui sera le centre C 11 r^nlte encore de 
ce qui precede , que , sons le caract^re B*<— 4^^ <! o ^ la combe 
ne pent exister sans conper ses deux dianietres FH , FHSf, et 
que si elle n'a.pas d'intersections ayec Fnnde ces diametres^ 
elle n*en aura pas avec Fautre ^ et qn'elle n*existera pas. 

Cette courbe fermee et rentrante snr elle-meme , se nomme 
ellipse. 

II resulte encore du caractere de rdlipse B* — 4^C<o, 
qu'on pent ayoir B = o ^ pounm qne les coefficiens A et C aient 
le meme signe : dans ce cas , les diametnes FH , TH' deviennent 
paralleles aux axes AX , AY ; si de plus A =:^ C ^ I'equation 
gen^rale diybee par A, deviant 

 , _^ , D , E , F 

qu'on pent niettre sous. la forme 

Comme les coordonnies du centre (6) et (7) deviennent alo» 

X — ~ Y— ^ 

si Ton transporte I'origine an centre, en laissant les axes va- 
ries paralleles aux axes primitifs, ce qni exige I'emploi de 
ces formules (cbap. Ill, probl. I) 

d'ou Ton deduit 

, E , D 

on trouvera , par ces substitutions dans (21) , la transform^ 

y» + x'* = K% 
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ou R«==---il -. -^_ : c'est Tequatioii d'un circle, dont Ip 

centre e»t Forigine des coordonnees. 

II est facile de prouyer qne, dama I'ellipse; les diam^tres 

FH et FH' ne pettvent ^tre a angles droits, qu'autant que 

B est nul'; car autreiuent^ les Equations de ces diam^tres 

^tant 

B D sC E 

y— ua"^ flA' y^ B "^ B' 

et la condition de perpendiculante (chap. 11 , prob. IV) , dc- 
Tenant 

— r7r+i=o, d'ou A=— C; 
qAd 

le caract^re B* — 4^C < o n'amrait plus lieu. 

Les degenerations de I'ellipse sont done le point , la courbe 
imaginaire , et le cercle qui oiTrent ces deux circonstances. 

Exemple, Proposons-nous de discuter et de constmire qnel- 
ques points de la courbe representee par I'equation 

{x — yy+,3{x+yy=a: 
fcette equation reyient a 

^dent la resolution donne 

_ X ^ |/— gj^ + g 

Comme le coefficient de x^, sous le radical , est negatif^ 11 
arriyera que pour des .yaleurs de x, tant positiyes^que ne- 
gatiyes et telles qu'on ait 5x^'^ a, les ooordonnees y seront 
imaginaires , tandis qu'elles seront reelles pour les abscisses x : 
qui rendront 5x^ ^ a : la courbe sera done du genre de Tellipse : 
elle ne pourra ^tre un cercle, puisque fl'equation renferme le ' 
terme du rectangle. Le diam^tre FH (fig. 5i ) est donne par 

X 
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il passe done par rorigine , et on en troUve hb second point 
en prenant nne abseisse jc = i , et menant par Textremite une 
ordonn^e = -~ ^ : les abscissa des u^ersections de la coarbe 
avec ce diam^tre» sazit dcmn^s p«r 

— 3x«4-a = o, d'oi^ x = =ty/g; 

on les portera de A en B et en B', AB etant = AB', puis par 
B et B', on menera ley p^rpendicidairesprolongi^es^jiisqu'au dia- 
metre FH : les limites de la courbe , paralleles aux y, sont done 



^=-^\/l ^'<={\/i- 



-VI' 



Pour X >• di t/ = , les ordonn^es y sont constamment imagi- 

naires. 

fin r^sohrant la proposee par rapport a ar, on trouyerait 



_ y -^ v^ -%'+«» ^ 



3 a 

et pour equatiop du second diamilre Fff, 

x=— ■•2-^ d'ou y = — ar; 
a "^ 

done Vorigine est le centre de la courbe. Apres avoir ooiiatnA 
ce diametre , en portant par rextremite de a:= i , Tordonnee 
— a , on tirera les abscisses de» intersediolis de la courbe 
avec FTH^ de Tequation 

— 3y^4-a=o, d'oiH jf==±y/^; 

9y9ixA done pris Ai^z;=Ab'=zt/^ , et ^ev4 les perpendi^ 
odaires &« ::?£ &«f = ^ w = , qu'oxi prohm|peni |asqu*a la ten^ 



conlre de FV, on aura deux nouveaux points a, ce' de la 
courbe 9 et les limites b^^ b'df de 1|l courbe paralleles a I'axe 
dea X. Cberchons les intersections ^ s'il yen a^ ayec les axe5 
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des y et des rr: pour x = o^ Veqoatioii doime 

. »/« 

^ a • 

ayant done pris AR = AB.' = ^^ , on aura en R et R' deux 
nouyeaux points de la courbe : a j^ = o repondent 



X 



2 



({u on portera ^e A en r et /. Nous avons done , en lotalite > s\\ 
points de la courbe , et il serait facile , en se doanant de.s 
abscisses tant positives que. negatives , en progression par 
diQerences ^gales , et concluant les ordonnees eorrespon- 
dantes , de les multiplier a tel point que le trait qui les 
joindrait , la represent^ avec une exactitude suffisante ; mais 
^elte sera plus facile a decrire , et xn^me on pourra le faire 
par un mouvement continu^ lonqu*on connaitra ses axes prin- 
cipaux , comme on le verra dans la suite. 

Supposo^ que Tequation manque du terme tout connn , ou , 
en d'autres termes , que a diminue jusqu*a devenir z^ro z la 
formule des raciiie9 y, qui devient alors 

» 

annonce que ^ pour toute valeur de a; > autre que zero , les 
* ordonnees sont imaginaires : pour x^so^ ona^:=:o; la 
' CQurbe est done reduite a un point qui est le centre de la courbe, 
. lorsqu'elle «xistait. 

Si le terme tout conn'u devenait — a , les ordonnees 

X , V — 3x* — a 

^seraient inde£niment iniaginaires , et la courbe n existe^ 
rait plus. 

Supposons en&d que le terme du rectangle manque dans 



s 
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la proposee ', ce qui revient a Thypothese B = o , c'est-a-dire , 
qu'on ait a construire la courbe de Fequation 

^' + 4^ — a=?o; 
on en tire 



y = ^ 



' J **» — — — • 



les deux diam^tres sont les axes coordonnes eux-mdmes ; les 
intersections a > t/ tombent en r et / ; celles « > «' tombent en 
R et K' : on sait d'ailleurs que la, courbe est un cercle , puis 
qu'outre B = o, on a A = C, ces deux coeiGciens ayant 
ni^me signe. 

Les eleyes feront bien de s'exercer sur un grand nombre 
d*equations , en a!ppliquant inimediatement a chacune d*elles^ 
les r£Usonnemens faits sur I'^quation^ generate, et sans recourir 
a la comparaison : de cette maniere , ils se familiariseront ayec 
la marche de la discussion, qui est la seule chose a retenir. 

Courbes caracterisees par B' — 4^C = o. 

36. La formule generale des racines ^> se simpIiEe dans 
cette hypoth^se , et elle deyient 

y==~ ^^ =^i l/C3(BD-aAE)x+(D'~4AF)]...(32); 

. Fabscisse AB (fig. 32) de Tunique intersection a de la courbe ,. 
avec le diam^tre FH, est donnee par 

a (BD — aAE)a;4-D»— 4AF = o. 
d'oi 

D»— 4AF 
3(BD — 2AE) ' 

et la formule (a) deviant , en y introduisant cette abscisse , 

I 

Bx-I-D 1 
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t Supposons positifs Tabscisse t! = AB ( fig. 5fl ) , ainsi que 
k coefficient BD •— aA£ : pour toute abscbse x ^ j/> le 
facteur x— - x' sera posidf , et les ordonn^es y seront reelles : 
mais pour x < x\ ces ordonn^es sCTont toujours imagiuaires , 
ainsi que pour toute abscisse x n^gatiye : la courbe s'etendra 
done indefiniment a droite de la limite Ba. Pour Tabscuse x\ 
toujours positive > si le coefficient BD — -oAE est n^galif > la 
courbe sera situ^e a gauche de la limite Ba. On reconnaitra 
sans peine la position de la courbe oorrespondante 4 Tabsoisse 
oi negative y le coefficient BD -— i^AE ^tant positif ou n^tif. 
La courbe du caract^re B* — 4^G = o , ind^finie dans un sen« 
settlement > se nomme -parabole, 

Qu'on resolve T^quation par rapport k x ^ et on aura 

Tequadon du diam^tre F'H' sera done 

mais le caractere B^ — 4^G = o ^ donne 

B "~aA' 

relation qui port^e dans (fl5)^ transforme cette equation dam 

la suivante ^ 

B E 

y = — ^X— g.....(26); 



cette Equation comparee avec celle du diam^tre FH ^ 

— X — — 

aA 22A 






donn^e par T^quation (fl3) , fait voir que les diam^tres FH, 
F'H' sont parallMes , puisqu'ijs font le m^me angle avec Taxe 
des abscisses. Ce parallelisme s'applique facilement : en efFet , 
nous ayons d^montre (3a)^ sans particulariserTespecede courbe, 
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qoe les deux' diametres se conpuent aa centre , et d*a£llair9 
nous ayoos troupe pour Tab^cisse^ de ce pointy 

_ BD— aAE 

"^—^ :6»— 4AC • 

or y poor U panbole , cette expresnon de^enaot infioie , les 
diamtees Be ae remxmlreiit pbn ; ibeoat dcyic pardeles. 

Le caractere B*-*-4^C = o a encore lieu si , afocBszo, 
ona A<yaC=ro:or pour B:=oet A=ro, il aTesigte plus 
que le diametre W paraUele a Taxe des y , puisqae son 
expiation (a5) devieut 

celle de I'antre diametre FH etant reduite i 

D 

la ceusfemotion de ce ^Kamebne est impossible : on eongoit en 
eflPet qn*il ne peut satisfaire en meme temps a la condition d'etre 
parallele au precedent ^ et de couper egalemeirt les transrer- 
sales ou cordes paralleles sax y, Le contnure arriye sous 
les hypotheses i = o ,' C = o. 

Mais sans que la relation B* — 4AC = o soit alteree , il pent 
arriyer qu on ait 

BD — aAE = o , 

auquel cas la formule (aa) se reduit a 



^±i?±i.l/l^=45f...-(»7) 



y aA aA 

or des relations 

B*— 4AC = o, BD — 2AE = o (a8), 

6n deduit 

^ = $, tfoA BE — aGD = o-, 
D E 
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done Tequation (a4) s® rednit a 

Chaciioe des fMrmultts (37) et (29) doime done deux droites , 
et U s*a^t de proaver que oes fonnides r^pitent les deux 
m^mes droitet. Lea diamtoes donnas paries Equations (217) 
et (ag) sont 

I _ B D ^ aC E 

! mais des deux relations (a8) , on deduit encore 

h^ _ aC ri» _E^ 

aA ~ B • aA ~ 5"* 

done d'abord oes deux diametres n'en font qn'un. Si Ton lira 
de (23) la valeur de jr , on trouye 

y~ ^-— ±5 /£• — 4CF (?o). 

ties formnles (27) et ^o) reviemieiit aux smvantes 
^ Bx-fD 1 /l^ ~ 

y Sa~"^ 7a V 4a"" ' 

or on a deja . 

|/A~ B ' 

d'apres la caracteristique B* — 4AC = o ; d*aillean de 
I BD — aAE = o, on d6duit 

aA B * ^^ 4A ~ B* "" 4AC ~ 4G * 
done les parties krationneliiBs sost les mimes. 



^ 
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Soni ces relations 

D» — 4AF>o, =o, <o, 

r^qoation (37) reprisentera le systime de deux ^ites , oi» 
lue senle droite qui sera le diam^tre FH, on eUe sera im- 
possible. On pent conceyoir cette difjbkhadon de la para- 
holie en deux droites^. en sapposant que I'abscisse 



x' s AB = — 



D>_4AF 
fl(BD — aAE) 



de Tintersection de la oourbe ayec le diam^tre^ ait angmente 
par les diminutions snccessiTes dn d^nominatenr d^croissant 
jusqa*i z6ro : alors les denx portions ma, m'a (fig. 53) yont se 
raocorder en des points a successiyement plus eloign^ ; et enfin 
ces deux portions de la courbe ne se rencontrant qjak Tinfini , 
se rectXent suiyant deux directions RL , 1LX^ paralleles au^ 
diam^tre FH. Si Ton a,, en mime temps, D*-— 4^ = 0, 
Tabscisse j/ deyensbt f par denx hypotb^es , indique ( Alg. , 
i"^* sect.) que tout point de FH est une intersection de la 
courbe y telle que a ; done la courbe se change dans cq 
diamitre. 

S7. Pour mieux expliquer les deux faits precMens , qu^oat 
multiplie Tune par Tautre les deux Equations 

et on tronyerd le produit 

y _(a + o ^^ + «»'^ --(*+*'> r 

+ (^a'b+ab')x + bb'z=so (3i) ; 

et d'abord la quantity ' 

B*— 4AC =:a»4- aaa'+ a'* — ^flflf' = ( a — a')* 

est toujonra nulle pour a s= a', auquel cas les droitea sont 
paralleles ; en mime temps , 

BD — flAE = (a + aO (4 + *') — a(«'^+ «*'> = ^ «► 
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D*— 4AF = (i + b'y — 4iy = ( 6 — y )»> o. 

Done , sous ces trois h3rpotb^es , Tequation est bien le pro- 
diiit des Aquations de deux droites parall^les. Si ayec a^rizif^ 
on a encore b = b\ lea deux droites n*en font plus qu'nne. 

Ainsi , sous le caract^e B* -— 4^C = o > T^quation pent 
representer una parabole, deux dr<»lw parall^les^ one seido 
droite^ ou elle ne repr^sente rien. 

Exemple /". Soit r^q[uation ^ 

sa resolution par rapport a y doone 

y = i ±. \/x+i ; 

aux abscisses x positives correspondent indefinimenft des or- 
donn^es y r^elles : pour tcute absdsse n^atiye et moindre que 
runit^ , on a encore de teUes ordonn^s^ pour x=— i , le 
radical est nul» et Tordonn^e devient celle de la droite y^x : 
enfin y pour des abscisies n^gatiyes et liniairement plus grandes 
que Tunit^^ Tordonn^e deyient etireste ind^finiment imagi- 
naire *, la courbe est done ind^finie dans un sens , et limit^e 
dans Tautre ; elle est une parabole. Le diamtoe FH (fig. 54) 

donn6 par 

y z=z X, . 

passe par Tori^e A, et fait ayec I'axe des x un angle de 5o*; 
Tabscisse de Tintexsection de la courbe ayec ce diamtoe , 
r^sulte de 

a: + 1 = o , d*oii x 5= •— x= AB ; 

et on obtient cette intersection en menant par B Tordonn^ 
Ba du diamtoe. ha. r^olution de I'^quation par rapport k x , 

donne 

X = y + \±: \/y+J', 

le diametre F^HT est dbnc 

xzzzy + i, d'oi yzrzx'^i, 

6 
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dont les intersectioiis ayec les axes des x et des y , 90ut 

ar = i = Af , jf = -- i = Ai' ; 

«t celle de la courbe avec c^e diam^tre, a pour kbacisM 

A4 = — ^ = — 1— i^. 
A rhjpo&ese a: == o t^poiideat 

jr=i=AR, jr = — 1= AH', 

f 

et pour jr=o, on obtient. 

est, abstraction foite odn aigne, ^7 et << ;i : ces deux 

-valeurs de or sont representees la premiere par Ar, et la se- 

conde pat A/, 

« Si roA'soppiime le tenae -— j; dans .-la proposee, elle 

de?iendra - > 

jr* — aairy •}" a:* =:;: 1 , 

et on en deduit ces deux formules 

 • 

cfXL repr^sentent denx droites paralUles enfr*eUc9, et a3rant 
pour diamltre une droite qui leur eist parall^e. ^' 

Que dans I'equation prec^dente ^ on an^antisse le terme 
tout connn / la ir^^uhante^ . . 

»-»,'••• . . • .* , 

donnera ^ = x, c'est-a-dire une droite. Que dans la m^ma 

Equation, on change ^4- 1 en -7 1 ^etles deux droites 

y = X±l^'^\ - 

«eroat imaginiaires. 
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Exemple II, Soit Tcquation 

X* •^- y '•^ X = o: 
resolue par rapport a x , elle donnera 



83 



X 



_ 1 db v/^4y+ i 

= — = — - — ^ — > 



^t coiume les yaleurs de x ne peuvent ^e r^Ues qu'autant 
tpie 

y= on <jrp 

on conclura que la courbe est imaginaire au-dela de 

y'^ + i: 

qu'ainsi elle etf. une parabole. Son diametre F^' ( fig. 55 ) 

a pour equation 

X = - 

 • • • .V 

• •■ . » , # • 

et Fabscisse de Tintersection de la courbe ayec ce diaa^tre , est 



(. *. ; 



y = i- 



Pour av,oir l*autre diametre FH , il faudrait r^soudre la pro- 
posee par rapport k y ; mais comme elle n'est qne du pre- 
mier aegr^ par rapport a cette variable , ob en conclnt que 
ce diametre est impossible. " 

Les intersections de la courbe avec I'axe des y, resultent 
de xzzzo y hypothese pour laquelle on a ^ = o ; ensorte 
que la courbe passe par I'origiQe A : pour y = o, on trouye 
a:=:o, xz=. iz^AR. 

Ges deux exemples serviront a faire liiieux entendre la 
theorie , et 4 gnider" lea: Q^lfeg dailtt la di6ru«9iO]i des iqiiations 
des courbes paraboliques. 



. . V » 



. i, . ijL, 



D««»' 



N r 



f 
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Courbes caracterisees par B*' — 4AC > o. 

38. Reprenons la fonuule des racines (35) y aavoir> 

y=- 5^ + ^ l/C(B'-4AC)(.i^^) (x-x')] , 

cc\ x" designant les abscisses AB, AB'(Eg. ,5G) des inter- 
sections de la courbe ayec le diametre donne par la partis 
ratioimelle , et supposons d*abord ces racines x\ x" t^elles 
€t inegales. Pour x^x" et >x', les ordonnees y seront 
imaginaires : la courbe n*aura done aucun point entre lea 
limites Ba, B'a' : pour x^x" et consequemment > x\ les 
ordonnees y seront indefiniment reelles ; il en sera de m^me 
pour X < x' et, a fortiori , < x" : ainsi la courbe sera compo- 
s^e de deux branches situees l*une k droite de la limite 
B'afy Tautre a gauche de la limite Ba. Cette courbe se nomme 
hyperbole. • » 

Les racines a/y x" 6tant reelles et ^gales , la formule pre- 
c6dente deyient 

Equation de deux droites reelles et qui ne sont plus paral- 
leles comme dans la parabole, parce que le coeiiicient de 
X change en passant d*une droite a Tantre. Dans ce cas , 
le produit des Equations de deux droites ( 87 ) , pour lequel 
A = 1 , B i=3— ( a 4r «') > C = ad y est tel que 

B* — 4AC= Ca + a' )• — S^od = ^a^dy >o , 

et qu*en m^e i:emps 

4A(AE*+CD»+FB*— BDE— 4ACF) = o, 

condition sous laquelle les racines x' y x* deyiennent ^gales (3i 
«t 3:2). Aiosi r4quation de rbjrperbole se change alors dans le 
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produit de ieox droites aon parolleles , que nous allom demon- 
trer se couper au centre. En effet, il reaulte de la foimnle 0-i) 
que pour x=zjf, I'ordonnie correspondante qot est celle du 
centre, est, en mfme tempa , t'ordonnie de Vinterseciion des 
deux droites; de plus, ces deux droites sont placees ayme- 
triqnement par rapport au diametre FH. 

Supposons enfin les racines j/, 2:* imaginaires : alors la 
conriM ne pent coup^ le diametre FH ; cependant comnM 
le trinome factevr de (B* — 4^C} , sons le radical, tiana 
la formule gen^rale des racines y , ne pent cbanger de signe 
(Alg. , 1" sect. , chap. XXVm) , et qu'll prendalors celiri de 
B" — 4^C,le radical reate r^el pour tootes les abscisses x; •■ 
la courbe existe done. 

rfous ayons reconnu , par rapport a I'ellipse , que les racines 
a/, x' devenaient imaginaires en m^me temps que y, y'; la 
m^me chose n'a pas necessairement lieu dans Vh)^rbc4s , 
et pouf 3' en conyainere , qa'on se repoite a cee formules (3i 
et 3a ) , 

4A ( AE=+ CD' + FB* — BDE — 4ACF } , 

4C (AE^+CIH+FB' — BDE— 4ACF) , 

dont on sait que le signe determine la r^alit^ et Tima^nariti 
des racines x^ et x', y' et y' ; et on en conclura que lorsque les 
coeflicieds A et C ont mgme signe, ces racines sont reelles 
ou imaginaires en m^me temps , et que lorsqu'ils ont des signes 
contraires , ce qui est compatible avec le caractere Ryperbo- 
Kqne , les racines x' , x' sont reelles , tandis que _' ' "■ ' 
sont imaginaires , oir reciproquement :' (Hest ce qui 1 
comment I'liyperbole pent, au defaut d'intersectic 
I'un de ces diametres , en avoir arec I'autre , et t 
elle pent ne lea couper ni I'un ni I'autre , et cepend. 
ter. On remarqu'e en meme temps que , sous la 
B' — 4^C > o , I'e^u^ion gendrale ( 1 > ne peut ktti 
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39. On a reconnu que sous les relations  . , 

4A X M r= o , 4c X M = o , 

M etant = AE» + CD" + FB* — BDE — 4AGF , lesquelki 
dnt lieu en meme temps , lorsque les coefiiciens A et C 
ne sont pas nuls , Fi^quation g^nerale resolue soit par rajiport 
d y , soit par rapport a x, aimonce deux droites qui se coppent 
au centre. En eifet, si Ton mnltiplie entr'elles ks equations 
de deux droites non paralleles^ sav^ir : ' 

my — flx — i=:o, ^y ""^ ^^ — i' = q , 
on trouve pour produit 

mny — (na -f- jna!^ xy -f- cwz'x* — (mft'-f- nh) y 
+ (a'A+ai')a: + M' = o, 

lequel compare a Tequation generale , donne 

A = mn i B == '— (nfi-^ ma') , C ==: aa\ 

B^ — Cmb' + nb), E = a'b+ab\ Fz^M'y 

et il resulte de ces substitutions dans M^ qu^ 

M = AE» 4- CD» + FB* — BDE — 4ACF ~ o. 

Examinons -maintenant ce qui arrive lorsque A etaut :nu} , 
C nest pas nul : la premiere condition etant satisfaite^ sans 
que la seconde le soit, lorsqu'on n^ suppose pa«MVI=:o, 
requation generale ne presente plus le systeme de deux droite^. 
En efFet , si d'apres la seule Condition 4A X M = o , satisfaite 
par A = o , on se croyait en droit de conclure que Tequ^- 
tion generale represents deux droites , comme alors 

M r^ CD^ + FB* — BDE 

deyient nul par les substitutions des yaleurs precedentes de 
A, B, C, etc. > en supposant m^^o a ca^se de A'==o, 
valeurs qui deyiennent 

B = — na,.C = aa', D = — ni, Ez=za'b+ab', F:±=Ai% 
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on sa^t rarneo^ a M = o ; aloDs lea, deux drokes sont re. 
presentees par 

d*ou Ton tire 

A c' , A' ' 

0? = —-, y=— 0:4- — , 



et il reste a ^yaluer a , o'j A et n en coefficiens de r^qnation 
generate : d'apres les relations ci-dessus ^ modifiees par Thjrpo- 
th^se m = o . on a 

i_p d_ C V__ F _ CD— BE 

a~B'«'~ B» »'^'^5"~ B» * 

en observant que de la condition M = o , sayoir ^ 

CD*+ FB»— fiDE = o , ^ 

on deduit 



X 



F 


CD 


— BE 
B» • 


equations 




- 


D 


=_ 


C , CD — BEi 



telles qu'on les trouye d'apres la formule 



22€ aC 

_ By^E ^ B r _ flCD^BE n 



C" aCD^BE"! 



qui repond a T^galite des racines y\ y". 

On obseryera que potir A=^.p j Tequation generate r^solne 
par rapport ^ y > donne 

* •  
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«t que la condition sons laquelle cette fonunle reprEsente 
line droite, consbte dans la divisibility du num^ateur par le 
d^nominatenr, ou dans I'^galit^ A z4ro du rests iudipendant 
de X , ^galit^ qui est 

CD' + FB*— BDE = o = M 
pour A= O ; de cette mani^re on n'obtieat que la droite 
'■ .  C . . CD — BE 

Supposoiu Mi£n A = o , G = o : sous ces hypotheses , les 
relations' 

4A X M=s o, 4C X M = o- 

sont bien satisfattes -, cependant il ne fant pas conclure qu'il 
y ait lieu i deux droites , a moins qu'on ait en mime temps 
M = o. En elFet , les cons4quencea de A := o , C =: O aont 

m = o et d ■=! o , ou n^=o et a = o: 

dans le premier cas , 

B = — no, D = — nj, Ei=o6', F = W. 

et la relation M devieut alors 

M = FB'— BDE = n'o'ty — n'a'W = o ; 

eusorte qu'oa est encore ramen£ a 'M = o , comme condltioii 
de I'existence de deux drcntes qui 8<»it representees par 

a * ^ n * 

ons qui , d'apr^s lea relations ci-dessus , se trausforment 
celles-ci , 

I> , „ F_ ,E 
^= B * ^ D~ fi- 
les hypotheses ci-^essni , I'^qnation g^n£rale deyient 
Bx3r+Dy + E:e + F = o; 
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d'oi Ton d^duit 

Ex+F _ Dy + F _ 

y~ Br+D' ^~ ^y + ^'' 
fabant lea divisions , et 4ga1aiit i zero le reate independant 
de X dans la premiere, et de _y dans )a seconde, on obtieiit 
cette condition unique 

^~^^ =^ o , d'oi FB — DE = o= M , 

qni doit itre satLsfaite , pour que la propos^ lepr&eute deux 
droites doun^es par les Iquations ci-dessna. 
L' Equation 

axy + ^ + ar + 1 = o, 
pour laqaelle FB^— DE:= i X a — i X a :=o, donne 

-^ 2X+ I - '* ^— a(y + 0~ ' 

40. Le caract^ fayperbolique a lien poor A := o , pour 
C := o , pour A =1 C = O : il a encore lieu si B itant nnl > 
les cofficiens A et C out des signes contraires. 

Supposons d*abOTd-B=o-, les deux diam^tres FH , F^' 
deTiflunent respectivement paralUles aux axes , ce qu'oD tronre 
en remontant aux ^quationti de ces diam^tres : ila sont done 
rectangulaires. Si de plus A = ~^C, 1' equation generalo 
devient 

A^ — Ax» 4. Djr + Ex + F = o , 

et apr^ la divbion par A , 

les coordoimees du centre devieonent 



et comme I'^quation pr^c^eute de la caxiAe, pent gtrl 




^C3 CONSTRUCTION ET DISCUSSION. 

SOUS la forme 

on trouye ^ en la rapportant au centre par les substitutions , 






sA 



qu'elle devient 



D*— E*— 4AF 
4A» 



Cette hyperbole se nomme SquilaUre : elle est 4 Thyperbole 
ordinaire , ce que le cercle est a Fellipse. On donne encpre 
ce nom a Fhyperbole pour laquelle A=:— C. SiD=E=:F;=o, 
Thyperbole equilat^re se change dans les deux droites 

y*— a:^* = o, d'ou y = ±:a?'. 

Jl serait fort aise deprouver que lea deux diametres FH, 
F^H' ne peuyent ^tre a angles droits que sous la relation 
C=: — A, quelle que soit d'ailleurs la valeur de B. , 

Nous renyerrons pour les exemples au chapitre suivant qui 
se rappotte particulierement a Fhyperbole , et qui complett^ 
I9 demier titre de celui«-ci. 



.*> 
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« 

 



CHAPITRE V. 

 

Des asjrmptotes. 

4i« XL eonylendrait peut-^tre do ne parler des asymptotes 
qu*apres ayoir parl^ des tangentes aux courbes^ puisque 
Tasymptote n'est > dans le fait , qu'iine tangente au dernier 
iSl^ment de chaque branche de I'hyperbole \ mail comme le 
probl^me des tangentes se rapporte aux trois courbes com* 
prises dans I'equation g^n^rale , tandis que Thyperbole est la 
seule de ces courbes qui admette des asymptotes ; et comme 
d'ailleurs Tanalyse par laquelle nous allons determiner ces 
asymptotes^ .ii*a lien de commim avec celle des tangentes ^ 
nous traiterona ici la premiere question que nous reprendrons 
dans ce chapitre^ sous un point de vue beaucoup plus general, 
€t sur laquelle nous reviendrons encore dans celui des propri^t^s 
de I'hyperbole. 

Reprenons la formule des radnes y ^ dans laquelle nou^ 
ferons, pour abreger. 



B^ — 4AC=a, fl(BD— 2AE)=A, ^— 4AF = r. 
on 4iira done' 

c'est-a-dire , 

be 
Si Ton re^arde la somme des deux termes - -{ — ^ comme un 

seul terme^ o& aura a faire la puissance \ du binomb 

a + ^-+^«)^ laquelle sera (Alg., insect) 
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ensorte qu'on obtiendra cette fpnnule dea valeurs do _y, de- 
Telopp^e suivant lea puusaucea dfcroissautes de x, 

n est mainteiiant facile d'assigner le systime de droites dans 
lesqnelles la courbe tend a se dhanger, lorsque Tabscisae aug- 
mente, ou dont la formule des ordonn^es, soit la limite de 
celle des ordoim^es de la courbe. A ceteHet, on obseirera 
que , pour des valenrs toujours croissantea de x , la portion 
du d^veloppement pr^^dent , a partir du terme multipU^ par 

- incliuivemeiit , diminue et peut derenir molndre que toote 

quantite donn^e, en prenant .i; convenablement : il resulte d'ail- 
leuTsdelanodonaelunite, que lasomme des termes conatam 

— — T ——7  — ^jdoitfairepartiedeVexpressioadelalimite, 

puis qu'autrement ['express ion et sa limite difTereraient d'une 
quantite finie. Ainsi lorsque Tabscisse x est parvenue au terme 
de sea accroissemens , I'ordonn^e correspondante est reduite ik 






a- 



(0 



aA 2AL "^ "^ ^ »/B'-4AcJ 

formule qui represente le eysteme de deux droites qu'on nomine 
asymptotes de la courbe. Ou peut done regarder I'asymptote 
"""ime le prolongement de I'^lement extreme de ITiyperboIe , 

t chaque branche scrait consider^ecomme nil polygon* fomie 

iG icGnite de c6t^s inlminicnt pctits. 
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Pour avoir lea intentectiom de ces aayntptotes arec le dia- 
laetre que notu appelons toajooTs FH , il faiit poavc 



A'oii 

~ BD — aAE 
''"' B*— 4AC' 
ceqni est I'absciMedu centre (5i) : aiosi lesasynptotnsecno- 
pent au centre de lacouriie, etonobserrera c]u'eHes*ODtpla- 
cees sym^triquement par rapport au diain^tre que nous constd^ 
rona, puiaque, rapport^es i cette droite, elles out pour ordonnees 

-it^'^ + pl^J- 

4a. L'hyperboleest donclaseuledes trob conrbes du premier 
ordre , qui comporte des asymptotes , pnisqne la formule (i) 
devient infinie pour la parabole et imagiiiaire pour I'ellipse. 

45, SupposouB que la propos4e masque dea tennea de s* 
ct de X , ce qui arrive par C = o , E ^ o , hypotheses sou* 
letquelles le caract^re hypertxilique a lieu : alors la fonaule 
(i) donne celles-ci, 

B D 

y = °-' y = -A:^~A (''J- 

dont la premi^ dit qu'uue des asymptotes est I'axe mfme 

Loraqnele seal tenue de a;* manque, onlonqn'on aC^o, 
la mfime formule donne , 

E B , AE — BD ^ 

Equations dont la premiere artrtit qn'nne des asymptotei 
paralieie k I'axe dea x. 

44- L'^quatiin des asymptotes se refuse a I'hj'pothite A : 
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mais alors on part de Te^Jaation generale reaaitte par rtlpport 
a X , laquelle en posaiit B» — 4AC = a , fl (BE — flCD) sai Vh 
E* — 4^F = c', donne, apre^ le developpement de la puis- 
sance i du ttinome sous le radical , . - 

fermule-qui a pour limite ^ 

' Cependant il ne faut pas croire que les formules (i) et (4) don- 
nentdeux systettieS differens d*asymptotes* En efFtt > thypothese 



finite dana (4)> donne 



V/B»~4AiG 



-> 



BE — sCD 



B»— 4AG ' 

c^eat-a-^ire, I'ordonnie dtt ceritfe i dofic !ed droit^^ de la for- 
triule (i) , etcelles de la formtile (4) ae coupent au^ centre* Si 
de «ctte derniere formule on d^gagej^ j On t^btieirt pour le signi 
duperieur du radical / ^  ■' ' ; 



— B+ /B* — 4AC 
•eit pour le signfe InflSriein- , 
. . 2Ca7 



\y= — -^ 



— B— VB" — 4AG 
la premiere de c^ yaleurs se recjuit a 

— B— \/V— 4AG 



*f- 6te. ;- 



y = 

•- m 

et la seconde iL 



SkA 



X -j- etc., 



— B4- t/B'-4AC _ 
22A 



/ 
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Doiac ces deux asymptotes font avec Faxe des abscisses , Ie» 
m^mes angles que celles de T^quatioa (i) , pniaque les coefil- 
ciens de x ne different pas. 

45. Qu*on suppose maintenant A=>o, D = o dans la 
formule (4).> et on aura 



o 



Tune des asymptotes est done I'axe des y. Soit seulement 
A = o ^ et les asymptotes seront representees par 

_ D _ Cx BE— 'CD ' 
'^~'"B' •'' B~ B* ^ ^* 

^ 4S. Done, 1*. si les cartas x* et y* viennent d manquer, 
des deux asymptotes , tune est parallile d taxe des x , t autre 
d taxe des y. 

fi'. Si les carr^s et les premiires puissances des variables 
manquent en mime temps j les axes eux^memes deviennent 
asyniptotest 

47* Pour B == o , A = -^ C , hypotheses qui rendent Thy* 
perbole equilat^re (4o) , V^quation aux asymptotes devient 

_^ D±:E 

y = ±ix ^^; . , 

et comme les tangentes des angles faits par ces droites avec 
Taxe des x , satisfont a la relation aa^ -j- t ^^o , on conclut 
que , pour cette particularity de Thyperbole , les asymptotes 
sont a angles droits ; ce qui arrive encore pour A =!: — C , 
oomme on pent s*en assurer en faisant le produit 

B — v/b*-- 4AC\ /B + |/B*— 4AC\ 



c - '^r n ( 



aA J 



qui devient alors = — 1 : ensorte que la relation aa^+ 1=0 
( chap, n , probl. IV ) est satisfaite: 

"48* Les deizx fbrmules (1) et (4). sont en defaut, lors- 
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qu'on a en m^mc temps A = o, C=^o : il faut done alors 
trouyer les asjnmptotes par une autre yoie. L*^q[uation g6n6ral« 
fle reduit , sous cette double h3rpothese » a 

Bxy + Dy + Ex -f F = o: ' 

cette equation r^solue par rapport a, a:, donne 

_ Dy+F 
B^+E* 

et on en conclut x == oo. pour 

E 

By + E = o, d'ou jr,?= — g-, 

equation de Tune des asymptotes , qui est paralUIe a Taxe 

des a: ; en faisant la division de Dy + F par By + E , on 

trouve 

_ D FB — DE 

^~ B"^B(Bj^ + E)* 

or y augmentant continuellement jusqu'a la limite oo , xdecroit 
continuellement jusqu'a la limite , 

_ D 

j: — — g, 

Equation de I'autre asymptote parallele a, I'axe des y. Pour 
trouver cette seconde asymptote , on aurait pu r^soudre 
Tequation pairapport a j' , et on aurait eu 

_ Ex + F 
■^'^""Bx-f-D' 

rhypothese Bx + D = o , qui repond a ^ = oo , donne en 

e&et 

_ D 

Ceproc6de est encore applicable , lorsque T^quationne ren- 
ferme que Tune des variables a la premiere puissance. Quon 
suppose , en eifet , C = o , et q^ on resolve par rapport > 



•n.anni 

A/ + Dy+,F 

By+E • 

yaleur de x qui deyient infinie poor 

E 
By + E = o, d'oA jf = — . — , 

asymptote donnee par la premiere des Equations (3) troav^ 
(43^ : on obtient Fautre en faisant la division « et on trouva 

_ A BD — AE AE^-fFB»^BDE 

^""B y B* B*(By + E) • 

Pour y^si CO , la yaleur de x deyient 

_ A BD — AE 

d'oii 

B , AE — BD 

J^^-A^+^AB-' 

Equation de Fautre asymptote (43). 

On proc^derait de la m^me mani^re pour tronyer les i 

asymptotes sous Tbypoth^e A;=o qui' met ea dtfaut la 
formule (1). 

4g. Si Ton a U = o ^ E =: o ^ T^quation ^nirale deyient 

Ay+Bxy +I)y + F==o, ' 
ct elle donne 

By B -y B By • 

or pour des yaleurs de y tant positives que negatives , et 
d^croissantes indefiniment ,' x augmente continuellement ; et 
enfin pour la limite o d^ d6crotoemens Ae y , x atteint la 

7 
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limits 00 ; Joik Too coBclnt qoe les deoz tniicbes de la 
CootIm Ttmt se ra^rochwit sans oesse de I'axe dei ab6cissea ' 
qn'ellec ne tkenrent aneiodre, et qni «t nne (uymptote doim^e 
par y:= o. M ainte n ant li I'on snppoie que y angmente jiH^A 

F 
rinfini , le t«nne |p diminne jnsqa'i z^ , et conseqaem^ 

ment la valeur de x aufpnante jnsqn'a la lintita 

AD... B D 

droite qni Mt I'aiitn asjrtaptote. 

Leou'de A=:o, £ = o He laisse Bi^ntenant vacant 
difficnlte. 

-60. On a d^i -n (38) qae, dans llijrpotb^e de F^galiti 
des radnes of et j:*, donate par la relatioii ^1) , savoir : 

(BD — aAE)- _ ly— 4AF 
iB' — j^ACy ~B'— 4AC* 

Veqnatumdell^rperbolerepr^sentedeiix droitesqni aecoiipeat 
an centre : en reraplafant ^ — /Tr ' ^^ '"* ^'^^^'"^ ^^^ '* 
formnle gin^rale des racinea y, onobtient celle~ci, 

c*e*t-4rdira , 

Ces droitei seraieDt dom les asymptotes de I'hjperbole , si 
« existait , on plutfit I'hTpeibolc se trantfoime en 
rte dam ses asymptotes, 
maintenaut anx applicatioiis. 



Exertipk /. CoDstrare la courbe de r&joalioii 

dans laquelle notks stipposerons d*abord m^n ^ en h r^lyant 
par rappott i y, on tfouve 



y , 

«t comme poor d«s abscisses tanit positives que n^gatiyes , les 
Ofdonn^es y scHit r^elles , et restent ind^finiment telles ^ 
on reconnait que T^quation petit repr^enter ime hjrpetbole. 
L*eqnation de acm diaxntoe FH (fig. 67 ) est 

Ge di^m^tre est done parall^le a Taxe AX : les abscisses des 
intecsections de la conrbe avec ce diam^tre ^ sont fonrnies par 

^•^ i^ix -4- in* =5 o, 

tfoATondMuit • 

*=*^ ————— , 

n 

et comme elles sont imag!naires sous lliypddi^e m^n> on 
en conclut que la courbe ne rencontre pas ce diamMre. £»« 
solyant Equation par rapport a x^ on obtient 

le second diametre F^^ a^onc pour ^quaticM 

x=: — 2 — AC: 
a 

il est paralUle k Taxe AY , et il coupe FH au centre C de 
la courbe :^ les racines du trinome sous le radiodf kffSb d 
, zirOj sont _ 

— m ±: </m»— »* 



/^ 






scoffXieBtuA €t cbniiiitiant cefttf- 



l/i»* — »• 



longnein: de : , cequidoime les abacuses Ab,.AJi^; 

puis menant les parall^les b^ , Vaf, nn aiira les kitenectioiis m , 
a^de la conrbe a v ec F'fiT. Pour aroir les points de rencontre de 
la combe , i^. ayec Faze AX , on' fera yt=,o,. d*ou resnltent 
X =o , j:=— » =AA' ; 2". avec I'axe AY , on posera x=o , 
Tal^nr 2 laqnelle repondent yz^o, y =:: — ]n= AD. 

TaBBon^ a. la determination des asymptolies. On meitfal^ 
fonniile des radnes y sons la fcnme 

apres la mnltiplication par x et fhTpeitbese xzs'oOj onr 
trouye 

qni iHdiqne denx^lignes 8}mi£tricpies par rapport an diametre 

FH| qn'-elles coupent an point jcs ~^ - , c*est*a-dire , ^ an 

centre €. Si ton ▼cut avoir les intersections de ces droites j 
1**. ayec I'axe des ^ > il fant' faire a: = o^ ce qui donne 

•i— iridbn 

a*, ayec celni des Xj on ecrira y:=:o, d'oik • 

— ^ n:il7n » 

•» 
yale^rs qni ^ery^nt ^ construire et k y^rifier lar position de* 
asymptotes. 

L'hyperbole en qnestion est iqaikt^re^ et ses asymptotes 
font.i angles droits. 



\ I 
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5 iiorsqiii 7»%s3 ii\)aifoniiide des racmea y cferiint ' 

«t elle repr&ente deux droites qui repetent fes asymptofet 
trouvees dans le cas pr^edent (5o)^ 

JSapSai pour m^.ii> la couibe rencc^itre le diamtotlSI^ 
et ses intersections avec F^' 9oitt .imaginaires. 

Exempk IL Construire la courbe de Tequatjon ' ' 

j^+ Soy + x» + jr + x = a: 
c ion en d^duit 

et comne les racines du trinome Sx*-4* ftx-f-i sont imagi-* 
naires ^ il en est de m^me de celles de Tautre trinome 5^*+5ay-f-i ; 

. ensorte que la courbe ne rencontre ni Tun ni rautre de 9es deux' 
diametres (fig. 58) ; ce qui doit ^tre , parce qu!iei les eoefficieiis 
A ^t C ont m^me signe (38). II faut done recherchef si la 

. courbe n aurait pas d*inters6Ctions arec ses axes : on fera > 

. i«. ar== d, d'ou 

* • 

a*. ^ = o , d'oA 



X = o 



a: = — 1 == AR* 



Pour connaitre la situation des branches pour cEatunedesqaelles- 
nous n'ayonsL pu qbtenir qa'un seul pointy on auxa leooms.i 
Fequation aux asymptotes ^ qui est 

d'oit r<m c<Hiclut Tabscisse dir centre or =—^/ct la po-' 
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iition de cbacnnedes asymptotes qni dcfinit ealla dt 

des branches , lorsqne d'aillenrs on connait un point. 

On a'estercera pardcnliiFement snr les Agnations 

^ + ^+J^+i=o, ay+i=o, ar^so. 

& • Ob trottfie dans le second chapitre de la seeonde partie de 
la TfiSorie des Fonctions , par rillastre Lagrange , noe id^ 
de Vasymptote la pins simple et la pins generale qn on en 
pnisse donner ; mais comme I'analyse a laqnelle elle donne 
lien 9 s'^nd anx conrbes alg^briques et tranficendantes, g6ne- 
ralement representees par y =yx , nous la particolariseroD^ 
ct nons la restreindrons enfin anx lignes da second degr6. 

Snpposons qu'apr^ la snbstitntion de ? , an lien de x 

dans y =^fx , oetfee fonction qoi devient /\ "^ } ^ d^ve* 
loppe comme il sqLt ^ 

3r=/(i) = etc.+ ^+J+.j + A+Bi+Ci«+etc.; 

il J ama lieu A plnsiems distinctions : i*. sons oette forme 
g4ndra|e« la courbe du contact Uplus intime avec la proposi£e » 
on dent le cours se rapprecbera le pins de celt^ de la pro^ 
pos^e > pour i = o , c*est-ardire poor I'abscisae x =c: oo ^ aera 
la courbe rep>6sentee par 

^= etc. + ^ 4- ^ 4- ^ 4- A, 

on par 

^ = A + B'a: + CV+ Ifx^ + etc., 

en rempla9ant -r par x : il iant entendre par la que toute 

antve courbe qui ne sera pas d'un degre plus ^leri qne cette 
demi^re ^ on qui ne renfeimera f^as plus de c<watante& ^ ne 
pourra p^er entr'elle et la propos^e. La courbe de cette 
deroicax illation est dite asymptote de la combe doiiQee^ 
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a». Si 

y=a/( J) = 5^ 4. A + B» + Ci* + etc. .■ 

celle du cootftct le pin intime , o« da plus gnund iapproch»* 
ment ppasible > pour i = o qui ripond a jr=oo> ana pour 
Equation 

j' = -T- + A = A + Bar; 

Vasymptote sera done une ligne droite* 

3^ Si le d^yeloppei^ent de la proposee ne renferme pa» 
de pttissances poutiyes de 1^ ensoite qn'il soit siniplemeiit 

j.*/(i)r:=etC.+ ^? + 5: + A, 

2a courbe asymptote sera 

jr == A 4- B'x 4- CV4- etc. 
4«. Eafia sett 

y =/(j) s= A -f «* + C?+ etc., 

Tasymptote sera domi^e par 

jr = A, 

Equation d*une droite parallele k Taxe des x, et qoi seia 
celle de cet axe poor A =: o. 

£n consenrant les ddugpations employees (4i)> ^t duuH* 
gjeant X en -r , ta formnle 

•^ flA » SfcA aA « '^ 



deveIopp{e> donnera 



io4 on Asramrcs. 






Or r^qoaliaodebl^iwdrnte 

y — 



wfjciit^ povr 


1 








y 


= -J + . 




ct a Ton deCnnuie les 
lf!f conditkHis 




m = . 


aA 


 


D ^ 

9A " 



 » 

4«^A 



on aim par oes sqbstifntions dans y =aur-^ m, rSqnatkn 
de la dnnte asjnqiftote de la ocHnbe. En cffct, fl at £Male de 
s'aasnrer que tuute adbn umilc doat on n jiiuil drtwiiiimi que 
Fnne des ocmstantes , d'^fcs inne das oonditiaat 
ne pcMmait passer entre. la dnute pfteoedanin ct la 
«n TCMt en mime ten^ que poor i=o, c'esl-a-dire^ ponr 
ar= oc , la droits ct la oombe se confondent, ct qn en dDant 
dex=o a x=oo, la droile se lapprodie de ^ns en pins da 
la ootabe. 
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CHAPITRE VL 

Etant donnee Sespece et de position une ligne quel' 
" conque du second degre y placee comme on voudra 
• par rapport aux axes rectangulaires 4^s coordon* 
' nees y etablir t equation numeritfue de eette ligne. 

5a. J^A solution de cette question , rinyerse de celle qui fait 
le sujet du chapitre quatri^me , est due k M. Raymond, 
professeur de mathematiques au college de Chamberi , qui 
VsL consignee dans le n® 6 du tome I*' des Annales de Mof* 
thdmatiques. 

1**.' SM>it Tellipse ala'f (fig. 69 ) , dispos^e de telle mani^re 
^par rapport a ses axes AY , AX', que Ton ait 

AF=^|, AR=s— a, AB = j/=— 4, 
AB' = x"= — 8, C7=tCr = ii, 

en observant que la conrbe est tout enti^re dans la region, des 
abscisses negatives. On ' mettra la formule des yaleurs de y 
sous la forme 

le diametre FH etant assuj^ti a passer par les points F et R 
dont les coordonnees sont et — |, — -aet o, a pour 
Equation 

y — 4 *^ % ' 

ainsi la formule g^^rale deyient 



/ 



mettant sons le ndical la ralenr de x, qui rfipond an oentn 
C de la coqrbe^ e^£usaiitacetaffrt» « 

x = AC = AB-4 =*-4 — »= — 6» 

la paitie radicale de FordoDii^^ sera la yalenr de CI on da 
Cf, qui est a ^ et on anra 



V 



B^^4AC 






Airni la fionnnle qoi ^kame ^ deneaH 

d*oii Ton didnit Fiqqation 

iS^M*ft4ry + a5x*+ 48y + ^^^x + 548= g , 
dont on constatera Texactitude par la discossimu 

a^. Soit C un point consid^ri oonuoe le r^sidtat de Udia» 
cusaion d*une ellipse rMnite k ce point; et potent (fif. 60) 

AF=sa, AK=;s — a, AC = 5; 

on sait qa*on a ansti » dans le cas actiiel^ x'=x'=5r 
r^qnation da diamtoe F^ seem 

y = * + a; 

done la fonnnle des Taleus de y, deviendia, mpns lessnbsti- 
tntions> 

or pour x=5^ qui ifpond a C, la coide de la oombe^ p*-^ 
xallele a Vaice des y , est nolle , et il en est de m£me de sa 
moitie qui est'la yaleor dn radical ; on a done 



V'^ 



B»— 4AC _ - B*— 4AG 



Dl Li.- MSCOSSIOir. 



107 



ce rapport — 7/^- ^tant inditermini , ^ pent le attpposgr 

4A. 

=*— 1 , en observant qne^ dans PelBpse^ B*«— 4^G est n^ 
gatif ; 00 aura done 

y z=z X + ^ ^ {x — 5) ^— 1 ; 
d*oii Ton deduit Tequation 

jf* — stay + aa** — i^ .»- Sx + ag = o. 

n est facile de rendre laison dm ViDAetexmnttiofk ia TupponH 

~^ = — M : en eflfet , d© r£(]pution 

j^ = 0? + a zt v/— M(a; — 5)» , 
on tire celle-ci ' \ 

( jr — X — a)» + M (a:— Sy = o, 

qui ne pent ^tre .aatisfaite qu'en posant s^par^neiC . 
' y ,^ X — ft = o, M(x— -5)* = o; 
ou plus siinplement 

y — jc— a=as«, « — Bacc; 

piiisque M n'est pas nul ; de pliis , comme Ton a 

n^cessairement M = |. 
S"". Soit uue hypeibole <fig. 61} pour lavwD^ «a ait 

AF = — 1, AR = 3, ABs^ssS, 
AB'=:r *•:?= — I,, C*=5Cy=5 5: 

nous obsenrerons que la cowsb^r n*ayapt aacon point entn^ 
les limites Ba, B^a'^ les yalenrs du radical, correspondanten 
i a: = AG qui est Tabeisse da centre, sont imaginaires > et 
' qu'ainsi Cb et CI/ ne sont ici qpie les coefiiciens de |/— > 1 
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.dans les valeuis de ces ordonnees imagiBaires et igalei$ J 
compt^es du centre C La formnle qnidonne^^ deyient 

mettant sons le radical poor x Fabscisse 

pt (§galant: le radical a 3 V^— - 1 ; on^^unra 

B*— 4AC , ^ ./-- ' P 

d'ou resulte T^qoaticm 

;^^— Kry— .8a*rf i8y +303:+ 54=o. 
4*** Soient^ pour une hyperbole (fig. 652), 

AC = — fl , AB = AB' = a , GV = GV = 3, 

C etant le centre de la courbe : conune le diametre FH ne 
rencontre pas la courbe ^ les abscisses des intersections de .)a 
courbe ayec ce diametre^ sontimaginaires » et AB=: AB'=2r, 

ne represente que le coefficient de |/^- 1 dans les yaleurs 
de a/ et xf qui sont 

On a done d'abord 

» 

y=-.x- a ± y/[]2^:^ Cx-x') (x~x')] , 
pnis^ a cause de a/= a [/— 1 , x* = — a V^ — i , 
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Faisant maiiiteiulht sous le radical x= o/attendo que Tabs- * 
ciase relative au centre C, est nulle « on atBna 

ainsi T^quation sera 

4y + 8ajy — Sx* -f* iGy + i6i: — ao =s o. 

5*. Soit one b3rperbole (fig. 63) rapportie aux asymptotes 
SS\ ss' dont la demi^re spit parallMe k I'axe AY^ ce qni a 
lieu parce que Tequation manque du terme en y^ (45) : on a 

A5' = AS=3, AR=AR':F=fl, Ar=6, A/=:|. 

L^asymptote CS, assujitie i passer, par les points j/= 3> 
y = o, x''=o, y"=6, aura pour Equation 

J' = — flx + 6 , ' ou y + ax — 6 =s o , 

et r^quation de ras3rmptote Cs sera 

a: = — 3, ou x + 3 = o: 

le produk de ces deux ^nations ^ sayoir 

apy + Ar*4" 3[y — 18 = o^ t 

repr^sentera le systeme des asymptotes , et ce produit ne dif- 
fire de T^quation de la courbe , que par le terme tout connu (*) : 



■MM«a 



(*) En efiet, lonqae le tarme en x* manqoe dans Teqaation g^n^nle , ici 
•fymptotes sont (45) , 

D Cx BR --CD 

*^^B' r?-- 1" 5; » 

dont le {Hroduit est 

« . ^ . 1>(BK-.CD) • , 

Bxy + Cjc»-*-Dx- + ExH i— g; — --ls«o....(i), 

ct Fhyperbole a poar Equation 

•  

let pc«mier» memlvet ac'ldiiSftaiit qac p«r le tenae tout coBBUy si on* 



s 



tenona nudntmumt cbmpte des donn^es que foiirnit la sitaii-* 
ti6n de la courbe ^ k I'effet de coniger le terme tout consu : 
pour 07=0 > on a 

poor y ;s o , on a 

* 

— 8 = 0: 



d*oii 



a*=s:4 



et 



de ces deux bjrpoth^ses on conclut que le tenne independant 
des variables^ dans T^quation de Fbyperbole, doit £tre — 8 « 
et qn'ainii cette Equation est 



on en tire 



jgf + a^*+3y — 8 = 0: 
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r&ultat qui, pour x= 00 ^ se r^duit a 

jf ==— aa? + 6', 

qm est en efFet Tune des asymptotes : pour a; = — 3 , on a^ 
y = 00 ; ainsi x + ^^=o i«pr4sente I'autre asymptote. 

.6^. Prenons une hyperbole (fig. 64) dont Tune des asjnnp^ 
totes CS soit parall^le a I'axe AX , et alors I'^quation manque 
du terme en x^ (47) : soient 

AR = AR'z* Ar=a J, A/=a3: 

raqrmptote CS aura pour Equation 



doonaity ptr exempky rordbnn^ de la conrbe poar «=sOy on aunut 
•Ion 

Dy^ + F-Q, 

fft oa rtquphocnHl dans k prodnit (t) le tenac — ^"^^ P^ ^* 
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€t r&jnatioii de I'ajgrmptote Cs , sera 

multipliant ces equMioiis «str*elle8, on obtMnt 

5xy + 5y* — flor — |s=:o; 
nais k cause de A/c=:3^ rh3rpodi^se y=^o doimen 

a? = 3, d'oii — ax + 6 = o : 
Tequation cbercli^ aera done ' 

^ 3xy + 3j^ — ax + 6 ss o. 

/*. Soit una parabola (fig. 65) ^ pour laipielle on alt ces 

donnees : 

AP = 3, PN'rriS + at/a, PN = 3 — aj/a, 

tfou. 

Pp=3, pN'=pN2=a v/a, AB = a/ = a, Ba=a, 

Ba etant la limite de la courbe parallele 4 Taxe des y ; de 

ce que le diam^tre passe par les points p et a ^ poor W« 

quels on a 

AP =: Pp, AB £=i Ba, 

il s'ensuit qne sipn Equation sera 

jr = X ; 

ensorte que la formnle des racines y (36) deyient 

. , / a(BD-aAE) ^ " 

y-x± ^ ^jj: (*-2); 

mais pour x = AP = 3^ on a 



done 



V 



a(BD — aAE)^ ^, ^, 

-i — _ ^ X I = pN' =s a |/a ; 

a(BD — aAE) -, 
4A? "^^^ 



I « 



' 
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Ainsi r^quation cherch^e sera 

y = X ±, v/8(x — a), 
tfoA 

y* — iay + a:* — 8a? + 18 = o. 

On pent supposer ces donii^es AB^^a 9 Ba=x'= a, AJ* =4» ^ . 
pour y= o : si Ton salt de plus que T^quation dn diametre^^ 
est j^:=x^ la formule y sera 



^ . /a(BD— aAE) , ~ 
y = x± y ' ^> ' ^ (^— a); 

tnais pour x =: 4 j rordoomee yz=:o^ done 
/ 

/ -i. 4 /a(BD — aAE) , . . 

o = 4±V-^-4jr— ^(4-a), 

d'oilk Ton tire 

a (BD — aAE) . 

4A^ ='» 

ce qui ram^ne i, I'^quation pr^cedente*. 

Le principe sur lequel reposent ces solutions^ sera presente 
dans Vim des chapitres suiyans , lorsqu*il sera, question du 
jQombre des points n^cessaires pour fixer la position d'une 
ligne du second degr^. 



R^DVCTION DE L*EQUATION GENERALE. llS 



CHAPITRE Vn. 

Reduction de F equation generate a Pwie ou a f autre 
de ces deux formes 



53. llous generaliserons la definition du centre, donn^e 
(3i) : le centre de Tellipse ou de Thjrperbole, les deuxseules 
lignes du second degre qui en admettent, est le point dans 
lequel toutes les cordes sont diyis^es ^galement : il faut entendre 
par corde, dans I'hjperbole, la droite qui aboutit aux deux 
branohes, en passant par le centre , droite qui, conune on le 
verra , ne rencontre Thyperbole qu*en deux points. II r&ulte 
de cette definition du centre , que toute equation du second 
degre entre deux variables , ou ne se trouyent pas les termes 
de premiere puissance en y et x , ou qui est de la fivme 

Xy, 4. Bxy 4- Co:* 4. F = o , 

suppose. Torigine de la courbe au centre ; car i x = o r^ 
pondent deux yaleurs de y y ^gales et de signes contraires , 
et a y=^o repondent deux pareilles yaleurs de x. 

Les deux r^duites de T^nonc^ sont remarquables ; car 

/— p 

la premiere , pour x = o, donne yz=z ib 1/ -7-— , et pour 

/— P 

jr r=: o, elle donne x = ± 1/ — =^ ; ainsi d*abord les deux 

axes sont diyis^s egalement a Torigine : de plus , a deux yaleurs 
<le X , ^gales et de differens signes , repondent quatre ordonn^es 
4§gales dont deux sont positiyes et deux negatives; et la m^me 

8 
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conclusion a lieu a regard des quatre ordonnees x qui r^ 
pendent i deux abscisses y ^gales et de diff(§rens si^es. 
Ensorte que la courbe est diyisee par chaqpe axe , en deux 
parties S3nai^triques y iD'est-a-dire , superposables. Ces axes se 
nomment axes principaux , et les points dans lesquey ils rencon^ 
trent la courbe , sont dits sommets. De la seconde Iransformee 
on d^duit yrz^dio pour x =0^ et pour toute valeur de x, 
on obtient deux ordonnees egales et de differens signes : Taxe 
des y n*a done qu un point commun avec la courbe , lequei 
est I'origine dea ix>ordonn^es ; il tou<^ la .courbe en ce point 
qu*on nomine sommet ; et Taxe des x y qu'on nomme axe 
principal , la diyise en deux parties sym^triques. 

54. Nous demontrerons d'abord la possibility de ces reduc- 
tions qui n alterant en rien la generalite de Tequafion , et nbu» 
les efFectuerons ensuite. 

Reprenons Tequation 

Ay+Bxy +Cx^+By +Ex + F = o. 

Si Ton coupe cette courbe par une droite RL (Eg. 66 )> 
ayant pour equation 

y = qjc + i, d'oii a: = a ^ + 6' (0 » 

on aura pour determiner les ordonnees y des intersections 
i, i\ Tequation 

(A + Ca'*.4- Ba') y* + [( aCa' + B) f + Ea' + D] y 

la demi-somme des ordonnees de ces deux points > est Tor- 
donnee du miUeu m de la corde ii^ : la yaleur de^ Tordonnee 
de ce pointy sera done 

^_ (2Ca^+B)y4-Ea^+D . 

^~ 2(Ca'- + A + Ba') ••••(*)> 

l*ab5cisse du m^me point est 

XzzzoTY + y (3)s 



^liniijiaiit entre ces deux ^quatioiUy ¥ qui pacdciilaiise la 
position de chaque corde^ on trouyera reqnajdon du lieu 
general de tons les milieux des cordes parall^les a ii', on de 
la droite qui diyise element toutes ces oordes , puisque par 
cette ^Korination de I/, on/ consid^re le systhne des cordea 
qui diflPerent par V, sans diffi^rer par a' : le r^ultat est 

(2Ca' + B)X + (2A+Ba')Y + Ea' + D=o...(0. 

n est visible que si par mi cliangement de coordons^s , on 
rapporte la courbe a deux axes dont Tun , celui des y , soit 
parallele aux cordes ii', ff, etc. , paralleles entre elles , et 
Tautre , iceliii des x , soit la droite de Tequation pr^cMente , 
Tequation gen^rale de la coorbe prendra nfeessairement la 
forme 

m^ -f- imp" + px + g = o , 

puisque cette Equation doit donner , pour cliaque abscisse x , 
deux yaleurs de ^, ^gales et de signes contraires. Si main- 
tenant on pose (chap. Ill) 

x = 4 -f- x' , 

ce qui reyient a transpcffter I'axe des y parallelement a lui- 
m^e ^ on aura la transform^e 

et en prenant £t = — -^ , ce qui est possible , si le coeflELcient 

n n*est pas nul y on aura I'^quation sknplifi^e 

My+Nx*+P=o...(5), 

en changeant j/ en x. Lorsque n sera z6ro> on pourra dis- 
poser de «t de mani^re a rendre nul le terme /ii«* + p«+^ , 

ensorte que la reduite sera 

My* + Qx =5i Q. . . .(6). 
L'equation (5) comprend Tellipse ^t Thyperbole qui admettent 

8.. 
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un centre^ et Tequation (6) est relative a la parabole qtd 
n'en a pas. (36). 

On trouve ( chap. II, probl. XII ) 

l/T+o^ V^[(aCa' 4- B)*+ ( aA + Ba')» 

pour le cosinus de Taugle antra las droites'das ^^cpiations (i) 
et (4) > Vaqual angle est celui das nouyeatix axes. Pour que 
cet angle soit droit /il fautqu'onait 

Ba'» 4. 2(A — C) a'— B= o (7), 

« 

equation de laqualle on tire deux yaleurs reelles de a', qui 
iixant la position des axas.racta9gulaires. 

II importe d*indiquer au moins Fapplication de ce . qui 
precede a la recherche des transform ees a trois termes. 

A cet effet, etant donnee una equation numerique du 
second degre entre deux yariables , on portera dans (7) pour 
A, B et C leurs yaleurs numeriques ,-on tirera de cette equa- 
tion les deux yaleurs de d ^ auxquelles r^pondent deux yaleurs 

de a = -7 J lesquelles rfeportees pour a dans 

^ = oo: + i, 

donnent les equations de deux droites paralleles aux axes 
principaux de la courbe : d'ailleurs conime on sait deduire de la 
proposee , les coordonnees du centre de la courbe , on pent 
assujetir  les deux droites * de I'equation precedente a passer 
par le centre, et alors elles deyiennent les axes principaux 
de la courbe ; mais de a == tang a , on conclut (Trigon. ) 
les yaleurs de sin « et cos ct d*apres ces formules 

tang* 1  ' 

sm A = — - — -—  — , cos et 



V^i + tang* a V/i + tang* x 

reportant ces yaleurs ainsi que celles de a et i dans les for- 
mules (chap. Ill, probl. IV ), sayoir, 

X'=za'^ x' cos <e — J/' sin « , ^= 6+ x' s^intfe+ ^cos «', 
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mt reiApla^ont daas la propose ^ ^t y ?v cm triaomeB , te 
termes en, xy , y etx disparaissent « et le r^snltlt «lt ^ hi 

foime - 

My^ + SdT* + P = o. 

Exemple /". La propos^e ^tant 

y^ + xy + 4:^^y + x— is=o, 

yiqaa&yn (7) doone 

tf-^i^iti, Soil a cm nuig«=:±:i, 8in«=cofl# = — j 

•cTaiUBiiii OB 'taromro pour In oourdunMi dn Mtfilf6 ^ 

^ = — i, *ss — i; 

d«tae 

pqrtant ces yaleiiiB de :c et jf dana la proposia , on parvieiit 
k la r^duite 

Exemph IL Nous -exponnm j tor an axempto ^ k naiGlM 
i suivre ^ant a la parabole. 

Soit la parabole 

y^ ^ l^y \^^^ym^ic-^ia:tOf 

l*4fpi^ii <7) d^ana > tonjenrt 

a' = rb 1 J d'oii a = ^ 1 : 

portant dabs T^quatidn (jQ la Taleb: a' = 1 , on obtient 

4X + 4y==o, tfoA t = — X; 

la sfdisfitatibn de cette yaleur de Y pour y dans la propo-* 
9ee , donne 

:r = ^t, d'oi Yt=ii^y, 

coorionn^ei An #omiiie( de In cottrte. Poup en jexdr k la 






Jf 



/ 
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rMuite. de la fonne (6)^ on fera. dans la proposee / les 
aubstitations 

qui donneront 

*^* + ^ = ^- 

55. Nous allons maintenant montrer comment on parv^ent 
«ffectivemept aux reduitesde Tenoned. Leaformules (cliap.ni| 
^robl. lY ) par lesquelles on deplace I'origine en m^me temps 
<[u'on passe d'on systeme a un autre syst^me d^axes rectan-^ 
gulaires ^ renferment trois quantit^s a^ b, a, dont on pent 
disposer de mani^re a faire disparaitre trois termes^ ce qu^ 
foumit autant d'^quations d'apres lesquelles on lvalue les trois 
qnantit^s ci-^essi|s reg^rd^es comine arbitraires , et qui fixent la 
position de la nouyelle origine etdes nouveauxaxes (a6)«. 

Repreno|is T^qnation generate 

Ay + Bxy + Cr»+ I>y + iLr + F = o (8) : 

si on Youlait ^n m^me tenips d^placer Torigine et changer la 
«^rection des axes y en les maintenan^jhectangulaires j, il faudrait 
employer ces substitutions 

a: = a+a?'cos»^— ysin«, y = J-|-a/sin«i + y cos«i; 

cependant on pourra d*abord ne {aire que oelles qui d^placmt 
Vorigine f, sayoir ^ 

puis passer a^ celles-ci^ 

a?'=rx'c,os « — j^* sin « , . y = 0?" sin fi + ycos «• • . .(lo). 

Si Ton pose, pour abreger, 
(^i). . . .flA6+Ba+D = D', sQi+Bi+EfdE;'. . . .(ifl)> 
AJ*+ Baft r^- Ca*.+.Di + E« +?=**-• •'•0^^^^^ 



t 
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OH tronvcra ponr premise transform^ 

Ay»+Bj/y 4- Ca;'»+Dy+E'j?'+ r = o. . , .04), 

dans laquellfe les trois premiers coefRciens A ^ B , G sont les 
iQ^mes que dans la propoa^e. B.empIa9ons mainteaant y 
et a/ par leurs yaleurs (lo) , et nous obtiendrons la seoonde 
transformee 

(A cos'tf — B sin ae cos * + C sin*«i ) y"* 
+ []i2 A sin m cos «+B (cos** — sin**) — aC sin « cos #3 y"^^ 
-f- ( A sin*«i + B sin «tcos «e + C cos*«i ) x'* 
4- (D'cos -^ETsin *)y-KD'sin ii+E'cos *) x'+r = o . . . (i5), 

dans laquelle le terme F' qui r^pete la proposee en changeant 
j^ en A- et X en a, est le m#me que dans la precedcnte. 

Puisque le terme du rectangle , ainsi que ceux des premieres 
puissances des variable^, ne doivent pas faire partie de la 
reduite , on posera ces trois equations de condition 

sA sin « cos «-4" B (cos*« — sin*^) — aC sin ec cos m-=z o . . . (i6) , 

jy cos* — E' sin *=o 07)> 

D' sin * 4- E' cos *= o (i8). 

Considerons la premiere : on sait que sin fl*=asin *cos * ^. 
cos fl* = cos** — sin** : done (iS) deyient 

(A — C) sin2* + B cos 3*=:o , 

B 
d'ou tang fl*= — ^_;^ (19) , 

tangente qui sera toujours r4elle; ensorte que r^vanouissemcot 
du rectangle sera toufonrs possible. On pent trouver la tan- 
gente de Tangle simple * : a cet efFet, on divisera Tequation 
(iG) par cos**j ce qui donnera, apres }a division par B , 



a(A — C) . ^ 

tang** ^i — ;^ — L tang * — 1 =r o. . . .{lof). 

' ' ' . 

De ces deux tangentes , Tune fixera la position d© Taxe des x", 
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et Tautre celle de Vaxe des y, axes qui sont a angles droits ; 
parce que le prodnit des deux tangentes est — i : on obser- 
vera , que Tequation (ig') repute Tequation (7).* 
- Cherchons maintenant a traduire en A^ B ^ C , etc. ^ let. 
coefilciens de y-* et x"^ de la transformee (i5) qui.se r^duita 

( A cos*flt— B sin « cos « + C sin**) y"^ 
'-f-(A8inV-{-Bsin«cos « + C cosV) a;"*+F' = o. .. .(20); 

A Get efFet^ posant 

M = A co8*«fc — B sin ct cos a + C sin*« , 

« 

N = A sin*«t + B sin c& cos a + Ccos*« ^ 

ajoutant ces deux Equations et retranchant la seconde de la 
premiere , on trouve 

(ai)... M+N=A+C , M— N=:v/[A«4-B»+e— aAC]..;^a) , 

en observant (Tirig. ) que 

cos* A — sin* fit = cos 2* 
1 A — C 

|/i-}-tang=»2» V^A»+B*+C*— 2AC'[ 

. . . • .(23} ^ 

2 sm A cos A = sin qa 



tang 2 a 



B 



|/i+ tang" 2* v/A*+B*+C*— 2AC\ 



sin*« 



1 — cos 2* 1 -L. cos 2d& 
, COS*«t = ; 

3 ' a, • 



des formules (21) et (22) , on conclut 

M=i[A + C+ v/b*+(A— C)*] 

=^KA+C+t/ B--4AC + (A +Cy3 
N^itA+C— t /B"+(A — C") ^ i"*'^'^'*^' 

= i[A4-C — f^B^— 4AC + (A-f C)»] 

On connait done M et N , et il reste a e valuer a et 6 pour en 
faire la substitution dans F' : en multipliant Tequation (17) par 
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•oa«,etl'^atioii(i8) pariina, puis ajoutant les prodtutt , oo 
troDve ly := o , d'oik Von conclot en mSme tetnpa , 

E' sin « == o , E' cos a = o , 

et com^qUeimnent E* := o : on a done ces drax ^qnations , ' 

I>'=aA& + Ba + I>=io, E' = flCfl + Bi+E = o ; 

' A'oH Yon tire 



~ B-— ,4AC ' ~ B'— 4AC ' 

coordonn^evcoiuraea du centre : d^u^unt par F M qM derient 
F' apr^ ces snbstitntious , on a la transfonn^ 

My"+ Na" + P = o (aB). 

Ainsi pour placer les nouveanx axes , on m^cva par la 
nonTelle orif^nn on par U .t-Bntm , nne parallete i I'axe prt- 
mitif dea abscisses, par le m4me point one droite faisant avec 
cette parall^Ie , tin angle m , moiti^ de celui d^ermine par 
(ig), droite qui sera I'axe des of, et par rorigine, an axe 
perpendiculaire 4 celni-ci , qni sera I'axe des y*. 

56. On reniaiquera done qn'on pent d'abord , daiu 1« pre^ 
mi^re transfonn^e (i/Q , poser 0^o, E'=-o, ce qui la 
r^nit a 

Ay + ^y + Ca? + r 5= o , 

Equation qni suppose I'origine an centre (53) , puis dans cette 
derniire, effectuer leg substitudoDs des fonuules (id). C'est 
la marche que nous aDivrDns dans les applications. 
D'aprds (sa) , la seconde des fcnimiles (s3) doniie 



d'aillenra , A Von mnltiplie I'nne par I'autre les i 
Wi aura 

; MN^^ifB"— 4AC)...:..Ci 



ISA Mitbvcnon 

mais on a tttfu^i 

done les deuk qnanllt^s tt et N sbxtt les twines de Fequation 
da second Aegti , 

De li nous tirerons bient6t un pcocidi rapide ponr piMttr 
de Tequationg^ralea la riduite . 

My* + Nx^ « l>. 
S7. Pcwr la rMadtion au B^auiMt) on pMen-dana (tS); 

« 

j)A sin m cos « -f* B ( cos* «»— - sm'«) — aC sin « cos m = o, 

jy cos « — E' sin « = o (ag) , 

F' sii Ai**f BrtA4-Ca»if Db'+'Ea+ F a* o (56) : 

la psemiere de oes conditions, qui 3r6pete (16), cimdnit a la 
.determination (ig) : I'^juatioa C^) qui n*est que la proposi^ 
^n cbangeaat y en 6 et ^r en a 1 indique qjate la nourelle or^ 
gine est sur la courbe y puiaqne sea coordonnies satistont 4 
r^quadon g^nerale : pour en determiner la position^ on mettfa 
i*#qilritioa (ajD . sdui .la f<Mrma 



r« \ 



D" siniW — V {1 — cba^) = 6, 

« * 

laquelle , aprte ^foir x^mplaee sin iMi «t cent 3« par leun yaleurs 
^ , dtyient 

'■" iiy^ W [A— C-. »/b^— 4A€ + ik+cyj. . , . .^o, 

que Ton^combinera 919^ ^)» Poor la parabole.j F^qDation 
(3i) se riduit a 

Biy + ikCEf = o : 

« • • • • • 

on observera que cette courbe est la seule pour laqaelle on 
'• iok '. obli^6 de caiculer la trjmsfdnnee 

;!«/• rf. No?** -f- ^Sf =*; o. • • . • ^^a) ; 
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nau en vertii de la seconde iquatioa (a^) et de 6*— 4AC 3= o,, 
on a N= , done la r^duite de la parabole est 

M/» + Qx* = o (33). 

Quant aux deux atitres cooibes , it sera plus expeditif d« 

rechercher les iquations au centre et aux axes principaux , 

parce qu'il est fac3e de parser de celles-la aux Equations an 
sommet, comme nous le verrons pins bas. 

58. Gherchons maintenant i remplacer M, N et P dans I'eqna' 
tion (a5), par les portions des deux axes comprise dans ]a courbe. 
De la relation {37) et du caract^re de I'ellipse B* — 4A.C < o , 
on coQclut que , pour cette courbe , les coefficieas M ct N sont- 
de m^me signe : done F doit £tre negatif , et consequemment 
I'^quation (a5) devient, en supprimant les accens , 

My+ Nx*=P (34). 

p 
B^ignona par A,' Tabscisse pour ^ ;= o , on aura N = -nj ; 

p 
soit B' I'ordonnfe y pour j: = o , on aura M = ^ : apr^ 

la substitution de ces valeurs de H et N dans (34)) et la 
multiplication par A''B'*, on est conduit a 

A"y + B"a:» = A"B'* (35). 

Les axes aA', 2B' sont particulierement dits : axes principals 
de la courbe , et on reserve la denomination de sommet* aux 
intersections de Tellipse p^ le plus grand des deux axes 3A' 
et sB'. 

Pour A'= B', I'iquation de Tellipse derientcelle d'lu cercle 
dont le rayon est A'. 

Pour I'hyperbole , si Ton designe encore par A' I'abscisse 
X pour ^ = o , et par B' I'ordonaee y pour j; = o , et qu'oB 
isast ces substitutions dans (a5), on aura 

P P 

^~-in. M = - i,-. , 
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Qt consequemment ^ 

MN = 



A'»B'» ' 



mais d'apres la relation (ay) , le produit MN deyant ,(6tj:o 
negatif pour rhyperbole, il faut n^cessairement cpie. Tune des 
^antites A' ou B' soit imaginaire , c'est-a-dire , de la forme 
A' v/— 1 ou B' |/— 1 , en observant que P ne peut^tre ima- 
ginaire ; on aura done dans le second cas , 

P P 

N = — ^, M — j^t 

* 

et Tequation (a5) deyiendra 

A'y — B'»x* = — A'»B'* .... (56). 
Dans le premier cas ^ on aura 

P P 

eft par ces substitutions dans (25) , on trouve cette reduite , 

— A*y* + B»x* + A^'^B^^ = o, 
d'ou ' 

B'^a;^ — A'y — — A'*B'* (Sy). 

Les quantites 2A' et aB' sont encore nomm^es axes princi^ 
paux , de Fhyperbole , en observant cependant que , pour Tequa- 
tion (36), on entend par le demi-axe compte sur Taxe des yy 
le coefficient B' dans B'^— i , etcfue, pour T equation (Sj) , 
on entend par le demi-axe compte sur Taxe des x , le coeffi- 
cient A' dans A"]/ — i. Les intersections de Thyperbole par 
Taxe reel, sont les sommets de la courbe. 
• Nous observerons, quant a Thyperbole , que , sous les hypo- 
tiieses B r=: o, A = — C , faites dans la reduite (20) , les coef-' 
ficiens M et N de y"^ et x"^ • deviennent egaux *, ensorte que 
A'^ = B'% et la transformee (36) se reduit a 

y — x^ = — M\ 
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^qtuidon de tkyperbok equilatire (40) au centre et aax axea 
principatix. 

Si dans Tellipse et I'hypetbole , on rent poiter rorigine det 
coordoiueea au sommet A (fig. 67) ^ il Saudra, pour la pre^ 
miere courbe , poser Tabscisse CP ou x=CA— AP^= A- — 3/, 
et pour la seconde, poser C!p ou a:= CA+ Ap = A'+ x', subs* 
titutions qui cbaogeront les Equations (35) et (36) dans celles^i 

A'y + li^^x'* — aA'B'-o/ = o (38), 

A'y* — BTV — flA'B'»x' =r o (39). 

Pour transporter Torigine en A', on fera pour I'ellipse et Thy- 
perbole, x = a/ — A', et ies Equations (35) et (36) deyiendront 

A^y* + V^s^^ — flAVo/ = o. .. ..(380, 
A'y» _ B'V* + aA'B'V = o. . . , .(SgO- 

En rapprochant les Equations (35) et (36) de I'ellipse et de 
riiyperbole» rapport^es au centre, etles equations(38') et (39O de 
ces m^mes courbes rapport^ au sommet , on yoit que Tequa- 
tion de rb3rperbole nest que celle de Tellipse , en changeant dan^ 
celle-ci B' en B' |/ — 1 ; dans les kpiatio^s (38) et (Sg) , les ab§- 
cisses x" sont prises dans des sens contratres. 

5;9. n est essentiel de remarqner que , dans la reduction aa 
centre et aux axes principaux , les expressions de M et N > trou« 
v^es (55), etqui reyiennent a celles-ci, 

»* A ^^ 1 + cos Q# B . I ^ ^^ ^ — cos a« 

XT A ..^ 1 — cos a« , B . , ^ ^^ 1 + cos a* 

2 3 a 

96 transforment Tune dans Taujre , en changeant les signes de 
sin a«i et cos a« : comme le signe de tang 2te n emporte pas n^ 
cessairement un systeme determine de signes de sin 2« et cos a«, 
il en r^sulte qu on pent etre conduit a prendre M pour N , et 
reciproquement , et qu*ainsi la courbe construite sur les axes 
principaux , peut prendre im^ poeidcm £»»•• pat rapport auit 



% 
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axes primiti&. On ^vite cette erreur en employtnt Ifes foMllIes 
plus exp^ditiyes (a6) et (28) > que nous allons d'abord didnire 
d'une autre consideration. 

On sait (53) que T^quation des courbes qui admettent un centre^ 
peut toujonrs £tre ra^pelte a la forme * 

my* + anxy + px* = P ; 

les axes des x et y qui se coupent au eentre , itant paralUIes 
aux axes primitifs de Tiquation gin^rale, et que les m^mes 
courbes rapporties aux axes principaux^ sont representees par 

My* + NxT* = P ; 

ensorte que si Ton fait dans celle-ci les substitutions 

3[fz=:y8iam'-\'XC03m, y ss^cosn — x aiam, 

qui font passer d*un syttime A un autre sjsteme d'axes reo- 
tangttlaires , sans d^placement de I'origine , on doit retomber 
sur la premiere^ II faut observer id que, dans le refour de la 
seconde k la premiere Equation, Tangle • doit £tre compt^ dans 
Tm sens contraire a celui dans lequel il dtait pris , en passant de 
la premiere Equation k la seconde , et qu*ainsi on doit changer 
les signes des termes qui renferment sin m dans les formules 
relatives au changement de direction des axes. Effectuant oe 
calcul y et egalant les coefCciens des carr^s et des rectangles des 
coordonn^es . on est conduit k ces relations • 

m =r 1)1 cosV 4- N sin* • "j 
p = M sin*« -f- N cos* • L • . • • .(^o). 
n = (N-— M) sin • cos • J 

La difference des deux premieres donnera 

m '•^ p z=i (M-— N)(cos*«— ^sin'ii); 

d'pii Ton tire 

et la troisiime, multipliee par 9| donno 
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2/1 



sinaa =— -^....(40, 
cons^quemment , 



an 
tang a* = — — -^ ; 



m — p 

d'ailleurs en operant par addition et muItipIicatioQ >sizr lex 
deux premieres equations (4o) > on trouve 

M + N = m + p, 

MN t=: mp — n* ; ' 

« 

d*oi!i Ton conclut que M et N sont les racines de T^qoation 
du second degre 

a* — (/» + p) z + mp — «•== o (4a) ; 

mais des deux angles qui fixent les positions des axes prio- 
cipaux par rapport aux axes passant par le centre , paralle- 
lement aux axes primitifs , Tun est toujours moindre qu*mi 
droit ; d*oik il suit que sin a« est posidf , et qu'ainsi la diffe- 
rence N — M aura le signb de n , c'est-anlire que si n est 
positif , on prendra pour N la plus grande racine de I'equation 
(4^) > et que si n est negatif ^ on prendra pour N la plus pedte 
de ces racines. Ces formules (40 et (4a) reyiennent stux for- 
mules (26) et (a8). 

Lors done i}u*on youdra rappeler au centre €t aux axes 
principaux^ nne ellipse ou une hyperbole^ on la rapportera 
d'abord a son centre ou A la forme 

my^ •+• away + px* = P ; 

et comme les coefRciens m , an et p ne sont autres que les 
trois premiers coef&ciens A ^ B , G de la prQposee , on n'aura 
a calculer que P. On r^soudra ensuite T^quation ( 4^ ) dont 
les racines sont M et N, et, d*apres le signe de /i on prendra 
conyenablement les coefiiciens de y'^ et a:'*. 

60. Les exemples suiyans jetteront le plus grand jour sur 
cette analyse des trjansformations. 
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COS flot = o , Sin 22« = ^ , tang act = oo ; 
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Exemple /. L* ellipse de I'equation 

5y* + 2jy + 5j:^ — lay — lax = o , 

rapport6e au centre , est representee par 

5y* + flxy •+- 5x* = id : 
on a done 

m = 5, n=i, p=i6, Pr=ifl, 

a 

N—M 

et Tequation du second degre devient 

z* — 102 + ^4 = o > ^*^^ as = 4 i « = 6 i 

cons6quemment , 

N = G , M = 4: 

Tellipse rapportee au centre etaux axes , a done pour equation 

4/* + Gx'* = 12 , ou ay» + 3a/» = 6. 

Exemple JL Ramener au centre et aux axes Tellipse de 

I'equation 

y'^ — Qxy + ax* — ax = o. 

En posant x = a + j/ , y z=z b + y\ et ^galant i z^ro lea 
coeSlciens de x' et y^, on trouye a=:i^&=:i et cette 
premiere transformee 

y* — ax^y + ax'* = 1. 
done 

711=1^ /l^rs— 1, p = a, P = i, 

^^^ ^"^ ~ STITn ^ «^" fltf = IvL^M ' tanga«=— a; 

et Tequation du second degr^ deyient 

z" — 5z + 1 = o, 
d'oA 

34-1/5 3 — 1/5 . 

a a ^ 



\ 
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Aiii4iM = ?i^, N = ^-=-^, et la tranafoimia 

a ' a 

deyient 

^ y ^ a ^ — *> 

d'oi 

(3+ i/5)y*+(5 — V/5)a:^» = a. 

' Recherchom cette transformee par Tanalyse (55) : en par- 
tant de la premiere r^duite 

y» -r aj/y + aa/* — i i= o , 

aom emploierons les substitatioiis 

y = a/' sin «e + y cos « , of cz x" cps « — y sin «e , 

qui donneront la transformie 

(cos* flt + a sin' « -{- a sin «e cos *) y* 
-}- ( sin* c 4* ^ cos** •— a sin «e cos a ) x'* — i = q ; 

t)'est-a-dire , 

(cos*« + a sin^ « 4" sin a«).y' 
-f- ( sin* « -|~ ^ cos*« — sin 2m) o/^ — i = o , 

jsons cette condition de reyanouissement dn rectangle 
. — asin«cos • •— a (cos* « r— sin* «) = o ^ 
qui reyient a 

sin a« Hh a cos a« ==£ ^ . d*oik tang a«i =s — a ; 

« 

d'ailleurs , 

« 

. , 1 — cos a« 1-1- cos a« 

sm* m == , cos* « J= — s . 

a a * 

tanga#i i 4 

flin a« =» ^ ==, cos a« = . —  t 

V^i+tang*a» |/i+tang*2« 

9 
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sk Ton prend sin fl« positiyement > et cos a« n^gativenpent » 
on aura 

3 1 

sin fte =r — -rr , COS fl# = — s- , 

V/5' 1/5* 

d'ou 

sin* « = --^ , COS* « i= -' ^^ . 

2V/5 Qy/S 

Ces substitutions' des valeurs de sin fi«^ cos 2«^ sin*«^ cos*«, 
fait^ dans la transformee a trois termes , donnent 

(3+ v/5)/*+ (3 — i/5)a:"*— a = o, 

qui repete la transform^ ci-dessus. 

Mais si Ton suppose sin 2« negatif ^ et conse^uemment 
cos 2« positif , ce qui s'accorde encore ayec la tangente ne- 
gative , on tombera^sur Tequation 

(3—1/5)/*+ (3+ 1/5)0?"*— a = o ' 
qui difFere de la precedente. 
Exemple III. Soit Fequation 

y^ — flxj^ + ax* -|- 1 = o , 
qui, sousle caract^re B*— 4^C <^o, ne represente rien; on a 

a . 



m = i,7t=— 1, p = 9, P= — 1* sina«=— v^ 
et Tequation du second degre 

a* — 3;5 + i' = o 

dont on a deja trouve les racines (ex. II); »ensorte qu'on 
obtitefit cette tranifcmnee - . 

(3+ 1/5)/*+ (3— i/5)a;"«+ a = o : 

impossible , p^cfe que le premier membre ^st la somme de 
trois termes ^ositifs. 

JExemph IV > L' equation 

y + ^J + ^^ = o. 
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•St celle d*im point : eile donne 

I 

ct 

. a* — fla + J = o , d'oii z =: 1 ±: I ; 

coQsequemment ^ 

Par Tanalyse (55) y on serait conduit a la transform^ 

( cos* m + sin* « — sin « cos » ) y** 
+ ( sin* « -j- cos* « + sin « cos • ) x** = o , 

et 4 cette condition, de r^yanouissement da rectangle 

cos* « = sin* «, d'oik coe « = sin « = —7- ; 

* 
ces valeurs portees dans la transform^e pr^cedente^ la re* 

duisent a 

/* + 3x''* = o, .. , 

Equation qui ne pent ^tre eatisfaite ^e par x'' srs o , j^' = o ^ 
coordonnees du centre dans lequel Tellipse est concentr^e. 

Exemple V, Soit Tequatfen 
I. 
y^ — flxy — X* — j' + '^+i^o, 

qu*on ,8ait ^tre a une hyperbole : en rapportant la courbe 
ail centre , Teqnation devient 

y » — 2x'y — x^* -f- J = o : 

Temploi des formules trigonometriques donne^ en ^galant a . 
zero le coefficient du rectangle > ces determinations , 

1 

sin a« = cos !U = — -— , ' - ^ i*) 



et cette transform^e 



."* — x''* 



^vy 



• • 



'* 
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qui repreiente one hyperbole ^ixilat^re (58). Autrem^f^ on t 

a» — a = o , 4'ou » = d: |/a ; 
€t cons^quemment ^ 

N = — 4/a, M = l/a: 

on retombe -done siir la transformee ci-dessns. 

• • -  

Exemple VI> L*^quation 

j^ — flxy — ^ = o, 

qui repr^sente le systeme de deux droites non paralleles , 
donne pour les coordonn^es du centre ^ 

i = o, a = — i: . 

on a^ pour determiner Tangle 2«^ la oondition 

• • ' ■• . . 

a sin • cos « — a ( cos* m — sin* «) = o , d'ou tang a«=: a ^ 
et la r^duite est^ 

(i + i/5)/*— .t—i + »/5)x'* = o, 

tfoii ton tire 

Autrementj et en partant de la premiere reduite/ 

y — axy = o, 
on a 

m = \,^ n=:— 1, > = o, P = o, sina#=g^^^. 

,  J. ^ ' ;^ 1 + \/5 1 —.1/5 . 

»•— z — l=o, dou «=:  ^ , 2 = '  ^- ^ , • 

.a a 

et consdquemment;, 

a ' a 

determinations qui ramenent a la transforhiee cl-^essus. 
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Lonqn'on a calcnU pow TeUipse ou Itypeibole , Wqaeit- 
tith M et N , il est facile d'«ii conclure lea demi-axes priuct' 
paux de ces conrbes (58). 
' Exemple .VII. L'equation 

y* — axy -^ a^ — x ■= o , 
est celle d'une parabole qu'on vent rapporter an totnilaet et 
it des axes rectangulaires. D'^r^ I'analyae expos^ (^)> 
on posera lea fonnule» 

^^&4-j/8iil(i4-y C03«, a:=a + :c'cos* — _/ aam, 
et on tronvHra pour r^anltat de cea substitiitioDa , 
(sin « + co9 •)*y*+ a(8in»« — cos*«) jr'y 
+ (sin* — cos«)'j;'*+ [a(6 — a) (sina+cos •) +9in«]y 
+ [a(&— a)Csin«-cos«)— cos-jy+Ci — a)"— o = «--, 

I'aaeantisMment du Isnne du rectangbe , donna 

sin** = COS**, d'oi sin * = coa • = — r- ; 

par ces valeon de sin « et cos a , la pr^cMente devient 

3y'+^3 (6-a) i/s + ~] y - ■^x'+ (i-a)'^o=a: 

nous poserons done 

a(i— a)V^a+p-=o,. ffc — a)' — fl = 6> 

Equations qui donnent 

fr =' — -^ , <r = -ni- 
Ainsi la parabole aura pour sommet le point qui r^pond 4 
I'abscisse 7^ , et a I'ordonQ^e — —g ; son diametre ou axe 
principal , Fera tin angle de 50° avec une parall^le a I'axe 
"des a: , men^e par le sommet que nous Tenons de dp terminpr . 
et 1 eqitation de cette paraboIe seif* 



y'=-t- 



VJ-" 
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' Exempk FJIL L'^ation 

» 

^ — ary + jr* — i = o, 

que nous avons reconnue (37) ^tre celle de deux droites paral- 
leles^ donne la transform^e 

(cos « -f* sin « Yy'* + ( cos « — sin •)*i'* 

+ a (i— c) (sin «-f~^os •) J''+ ^ C^""^) (^^^ •"^ ^^^ «) x' 
+ (ft — a)*— i = o- 

ct pour condition de r^vanouissement du rectangle > 

sin « = cos m = — ;- , d'ou « = - ; 

1/2 4 

par ces yaleurs , F^qnation prec^dente se reduit a 

9/*+ 3|/ia (i_a)y + (A — a)» — 1 = o , 

qui ne renferme plus qu*une des Tariables. Pour determiner 
les coordonnees du sommet^ il faudrait poser 

(i — a)=zo ^ (ft — fl)* — I = a ; 

^t *coiuSie ces equations ffont en .confradietion , les coordon- 
nees a et ft sont infinies (Alg. , I'^sect., chap. 17), et de la 
on infere que la parabole degenere en deux droites (3S et 37)^ 

Exempie IX. Vovr Fequation 

^»_ aopy + 4r»= o, 

revanouissement .du t^nae du rectangle donnerait encore 

1 

sin « = cos « = 



et on aura pour determiner les coordonnees a et ft du sommet j 

r 

a — ft = o, (a — ft)*=:o: 

de ce que a et ft sont indetenuinees • c*-est-^'dire . de la forme - ^ 

o 
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on conclut (Alg* , i*"* sect., cbap. 17) que la proposce repr&entp 
une droite (56 et 37). 

Example X. Soit 

y* — !uy -f- X* + I =5 o : 

. on trouyera encore 

1 

sm tf = cos • = , 

et pour equations- entre les coordonnees du sommet , 

i — a==:o, (ft— a)*4"*=<>> 

dont la seconde est la somme de deux carres ; et comme elle 
r^pete la proposee > on en conclut que celle-<i ne repr^sente 
rien. 

6i. II importe cependant d'avoir des fonnules qui servent 
a detenpiner directement la grandeur et la situation dea axes 
principanx dans les trois coprbes du premier ordre : tel est 
Tobjet de Tanalyse suiyante qui est le complement necessair& 
de ce qui precede. 

Reprenonsles expressions (58), 

P P 

ou 

F' ' F' 
M=z-lr^, N==-^, (43), 

et substituons dans 

F' = A6» + Boi + Ca* + D6 + Ea + F ^ 
les yaleurv de a et ^ , sayoir (55} 

_ aAE — BD , _ aCD— BE 

^ "" B*~4AC ' ~ B*— 4AC ' 

on trouyera , apr es les reductions y 

• ^ __ AE»+CD'— BDE 
^ : D'-~4 ^ f-F.... (44), 
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ensorte qu'apres avoir remplac^ dans les formnles (43) > M; 
N et F' par leurs yaleurs (24) et(44)> on trouvera 

~ V L(B?— 4AC)[A+C— V/ B»— 4 AC+(A+C) 

B'rs /r ^ [PPE ~ AE* — CD^— (B»~ 4AC) F ]n| 
V L(B»--4AC)[A+C4-V^B»— 4AC+(A+Q^J 

Ainsi le centre sera donne par les yaleurs de a et b, lea 
grandeurs des axes par celles de A^ et B'^ et leurs directions 
par celle de tang qa denude (55). 

Sous les hjrpotheses B = q, A=C, ces deux yaleurs de 
A' et B' deviennejit egales , et Vellipse se change en un cercle ; 
m^me conclusion a Tegard de A' efB' pour B = o et A t=— C, 
relations sous lesquelles Thyperbole deyient equilatere. D*ail- 
leur*, suiyant qu'on aura, sous la caracteristiquede Thyperbole, 

BDE _ AE* — CD» — (B*^ — 4AC) F > o ou < , 

A' sera imaginaire et B' r6el , ou inyersenient. On obseryera que 
le premier membre des inegalite§ ci«de8SU3 y r^pete le facteur 
de 4A ou de 4C (38). 

Consid^rons le cas de la parabole caracteris^e parB*— 4^C=o, 
courbe pour laquelle on a, d*apr^s les formules (a4)> 

M = A-f.C, N = o; 

on a £te eonduit (57) a ces deux conditiona 

Ai*+ Baft + Ca* 4- DA + Ea + F = O;^ 
D' cos et — E' sin * = o , 

sous. Ifisquelles il reste cette transformee 

« 

My*+ (D'sina + E'eostf) x* = o..,.(46): 

on ^ de .plus (67) 

tangs. = -j^; 

}B^9is d'ailleurs , 

a tang et 

^ 1 -— tang* « 
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Fegalife de ces deux yaleurs donne 

• B tang* « — a ( A — C) tang « -^ B = o ^ 

qui n'est que T^nation (19^ : on en tire 

A — Cd:i/B*+(A — Q'' (A— C)±(A-H::) 
tang • = B ~ B ^ 

c'est-4-dire , 

dA ^ aC 

tang«=?— , tangct = — -g-. 

D'un autre c6t£> I'equation (39) et les formnles (11) et (la) 
donnent 

D' aAA -f Ba +D 
'^S* = r=aCa+BA + E' 

yaleur qui ne pent s*accorder ayec tang «= -^^ parce qu^en 

8Uppo8ant<:ette egalite , et tenant compte de B*— 4^C=o , on. 

<en conclut BD -— aA£ = 3 relations qui annoncent deux 

aC 
droites (36). H faudra done prendre tang« :== — > •— : en egalant ' 

cette yaleur a la precedente , et resolyant Tequation par rap-t 
port k a, il yiendra 

aB ( A + C ) 6 + (BD + aCE) 
^ ** — B* + 40 

en portant cette yaleur dans Tequation F^ = o , et tenant compM 
de la relation B* — 4^C ^=: o^ le coefficient de b^ disparaitra, 
et il yiendra 

., _ OE^+ABDE-fa ACE*— ACiy~4CF (A4'Q^ 

^ (A+C)» (aCD—BE) 

et par suite ^ 

_ A'D*4-BCDE+aACD*^ACE*— 4AF(A-f C)\ 
^~" a (A+Q* (aAE-^BD) 
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on a en outre. 

flCD— BE 



en observant que de tang ct =s ^^ -^ , on tire 

B 

cos « = 



V/B*+4C^ 
Ainsi la transformee (46) de la parabole^ deyient 



*a _ 2CD — BE , 

~(A+C) y/B^+^c*"^ 



Si Ton remplace B par aV^AG^ et qu'on designe le coefE^ 
cient de x" par Q> on aura oes forniules : 

V^ (A+G)^^A + G 

AJyt/A+aGDEv/G+2CD*|/A— CEVA^4F(A-fC)VA \ ,^ x 
^^^ 4(A+C)«(Ev/A— Dv/C) ' ^ '^^^^^' 

, _ Gg y/C +fl APE 1/ A+a AE'* y/Cr-^Aiy |/C- -. 4F(A+Q V G 
^ 4(A+C)^ (Dy/C— Ev/A) 

qui donnent la direction de Taxe principal de la parabole > 
le paranietre> etles coordonnees du sommet ^ en coefficiens de* 
Tequation proposee. 

On peut faire Tapplication de ces^ formules aux exemple& 
,pr^c^dens. 
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CHAPITRE Vm. 



Des diametres conjugues. 

612 . X L resulte de ce qui a ^te demontre (54) , qu*il existe ^ 
au ilioins , un systeme d*axes obliques par rapport anxquela 
Tequation generate prend la forme 

My + Nx* + P = o. . . .(1) , 

pour les deux courbes qui out un centre » et cdle-ci 

My + Qx = o. . . . (2) , 

' pour la parabole. Mais les formules parlesquelTes on passe d*an 
eyst^me d'axes rectangulaireft a un ajrsteme d*axes obliques en de- 

' |>la9ant Torigine ^ contenant les quatre quantit^s Uy by a, a 

' {chap, ni^ prob. UI), 11 s*ensuit qu*on pent disposer detrois de ces 
quantit^s de maniere a obtenir la r^duite (1)^ et qu*il en reste une 

' ind^termin^e , ensorte qu*il pourrait exister une infinite de ces 
£ystemes d*axes obliques se coupant au centre de la couibe , 
et pour cbacun desqueU I'equation de la coiurbe serait tou« 
jours representee par (1) : ces -axes se nomment diametres 
conjugu^s, 

65. Nous prouverons d'abord que toute ligne menie par le 

' centre , et termin^e de part et d*autre a la courbe , est di- 

visee au centre en deux parties egales : en eiFet , Tequatioh 

d'une droite menee par le centre pris pour origine des coor- 

donnees, est 



l4o DIAMiTRES 

cbmbiiiant cette Equation ayec celle Ae Fellipse (SS), 
on obtdent ces coordonnees des intersections. 



d*ou Ton conclut Tegalite des deux portions de la droke 
dans toutes ses positions autour du centre. On trouye pour 
riiyperbole , 

_^ A^^ _ ^ , cA^B^ 

^ |/B'»— A'»a*' '^~''^/B'»— A'^a**^ 

coordonnees qui ne sont reelles que depuis a = o ]iisqa*a 

B' 
a z= d: -pr > inclinaisons sous lesquelles elles deyiennent infi* 

nies , et nous yerrons plus loin qu'alors la droite ^ dans ces 
deux positions , devient asymptote. 

64* ^ recberchant les systemes de diametres conjugoes , 011 
d'axes obliques par rapport anxquels les equations de Fellipse 
et ^e rbyperbole prennent la forme (1) > on doit supposer 
i'origine im centre , et alors il sera plus commode de partir 
des equations de ces courbes deja rapportee a leurs axes 
. prlacipaux que no^s disignerons d&ormais par 2A et aB. 
Ainsi , pour I'ellipse , nous ferons dans Tequation 

Ay + B*jc»,-== A*B*> 
ces substitutions (cbap.III) prob. Ill) 

y =1; x' sin * + J'' sin *', x = x' cos «t + y' cos *' ; 

le coefficient du terme x'y donne en partie par y*, en partie 
par X* , 6gale a zero, fournit cette condition 

A* sin « sin « + B* cos « cos •' = o ^ 
d*oi resulte 



tang « tang «' = — -^ .... ^ : 

desdetocoDglesMetii', dontle premier sert a fixer rincliDabcHi 
<le I'axe dea j/, et 1e second rincluuuson des ^ sax celui 
<ies x, I'un eit done aigu et I'autre obtu. La tranaform^e est 

C A'sio* •' + B* cos* ii')y* 
-H ( A'sin' - + B" cos"* jx** =5 A»B». . . .(4). 

Si dans cette Equation on lait ai^txiesaiTeiDent y 1=0, 3/^0, 
on aura les coordonn^es dea intersections de la coniin avec 
]es axes des of ^ Aea y. Soient A', B' ces demi-diam^tres 
compt^ sur 3/ et y, k partir du centre , on tronren 

. f^._ A-B- 

A' sin* « -f B' cos* • 

„._ A-B- 

^ - A-.i.-.'+B-c„-y (''• 

Si I'oQ tire de (5) et (6) les denominatenTs, pour en porter 
les Taleura dans (4) , on obtiendra cette Equation de li oowIm 

A-y+B'VsA-B" (7). 

L' equation (3) faisant d^pendre tang <• de tang <*', et r^pro 
quement , il faudra se donner I'un de ces angles pour avoir 
I'autre : il existe done une iDfinit^ de s^st^mes d'axes obliques 
par rapport 4 cliacun desquels I'^qiradon de I'ellipae est de m^me 
forme que celle de cette coorbe rapport^ aux axes princt- 
paux, et c'est pares que la position de I'un de ces axes 
est liee a celle de I'autre, ensorte qn'ils font syit^me, qu'on a 
nomm^ diamitres tonjuguds les portions aA' et sB' de ces 
axes obliques , comprijes dans la courbe. II est bien ess™*--' 
d' observer qu'i) n'est aucune droite men^e par le cent 
la courbe , qui ne puisse ^tre prise pour I'un des axes 1 
fjstemes. 

65. SoU «'= , et par U OB iajt ooiocider !'«(• aA 
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celui des x ou ayec Taxe flA. On a^ d'apr^s (3) > 

tang • = — — =a> ; 

doncV = - ; ainsi Tautre diametre afi^ conjugue de ^X\ se 

confond ayec celui des y, ou ayec Taxe aB. Le sjsteme d'axes 
rectangulaires n'est done qa*un cas particulier des systemes 
d*axes obliques qonjugues. Pour A:=: B.^ on a 

tang « tang «' 2= — - 1 , 

ce qui apprend que , * dans le cercle > tous les diametres con- 
jugues sont a angles droits : d*ailleurs comme les expressioiii» 
(5) et (6) donnent, sous la meme hjrpothesfe, 

A* A* ' 

8in^« + cos* « sin* • +cos* • 

on yoit de plus que tons ces diametres sont ^^ux. 

66. Si mainteoant on repasse des axes obliques aAV aB^ aux 
axes rectangulaires aA^ j^B^.on aura pour la m£ine courbe^ 
deux equations identiques , propres a faire decouyrir quelques^ 
relations entre les diametres con'jugues et les axes principaux 
de Vellipse. A cet effet, on fera dans (7) ces substitutions' 
(chap, in, prob. V) 



J r 



, y cos • — X sm # ^ X8m«— nycos« 

y ~ sia (-'—*) ' ^ Sxi'— «) ' 

Tequation risultante sera 

(A'*cos*»+B'*cosV)y+(— aA'*sin«cos^»--flB'*&in/cos*>y 
+(A'*8in'W*fB'*sinV)^« = A'^B'*sin*(«'— •) = o. ; (8) ; 

et comme elle doit etre identique avec celle de I'ellipse rap^ 
port^e au centre et aux axes, on aura ces relations 

A'*cos'» + B'* cos*«' = A* (9 ) , 

' Ar«: sk*ii 4* B'^-siaV = B* , . , . * . (10) i 
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A'»B'^ sin* (•'—#) = A'B» (n) , 

et 

A'* sin* cos m + B'*ainVco«#'=3:o... .(la). 

Les equations (3) et (10) Ajoutees^ donnent cetle propriet4 

A'* + B'»=: A*+ B* (i3) , 

et de r equation (11) on deduit celle-ci 

A'B'sin (-'—-) = AB. . .(lifl- 

Ainsi ^ \^ Ut somme des carrds des deminixes , est igale d la 
somme des cartas des demir^iamkttes , 2* le rectangle des 
premiers est ^al au paralUlogramme des seconds , en obser- 
Tant que »'-^« est Tangle compris entre A' et B'; qu ainsi 
B' sin («^ — m) est la hauteur du parallelogranimie , loraque 
le demi-diametre A' est pris pour base. 

Mais fiA" et aB" ^tant on autre syst^me de diametres con- 
fugues , on a aussi 

A*+ B*= A''*+ B"»; 
done AB = sin(«* — m^lH^/^ 

A'*+ B'* = A*'* + B*'* (iS) ; 

A'B' sin ( / — . ) = A^B" sin (.•—#•)....( 1 6). 

etc. 

On deduit de la que tons les paralUlogrammes circonscrits 
d t ellipse , de manUre que leurs coies soient paralleles d deux 
diametres conjuguds , sont dquivalens entr'eux et au rectangle 
construit sur les deux axes • d'ou il ne faut pas conclure que 
tons le^ paralUlogrammes circonscrits a une m^me ellipse , 
sont ^quivalens. 

67. Si Ton V youlajt un syst^me de diamtoes conjugu^s 
egaux , il faud]^ait determiner les angles « , m' d apr^s la con- 
dition 

* A', sin* « + B* cos* # :s= A* sin* •' -f B* cos* «', 

donnee par les expressions (5) et (6) : on en deduit 

cos*« (A* tang* m + B*)— cos* *' (A* tang*«'+ B*) , 
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Equation satisFaite partaQg^«=:tan^«>puisqu*pii a en m^mc 
temps cos^ « =r coa* J \ de la resulte 

tang « = — tang «% 

pavceqae> d'apris la relation (3) ^ leprodait de ces t^gentes 
«8t n^gatif : done a (^use de 

taPS^«=+j;* oa a tang«=± — ; 

»• 
le signe anp^rieur £tant relatxf au diam^tre sA^ par exemple f 

«t rinferieuraudiam^tre aB'. Ainsipour construire ces diametrea. 

^gaux y ( fig. 6g) ^ on joindra rextremite B du demi-second axe 

CB ayec les extremites A et A' du premier^ la tangente de 

B B 

Tangle BAX sera — T ' ®* ^^^ ^® Tangle BA'X sera + t- J 

ensorte que les deux diametres menes par le centre , parallele- 
ment a ces cordes^ seront egaux, et ce systeme de diametres est 
uni(|ae : on remanpie encore que ces diametres sont les deux 
diagonales d'un rectangle forme par les tangentes aux extremites 
des deux axes principaux. Par rapport a ce ayst^me de dia- 
metres ^ T6quation de Tellipse deyient 

' y* + od^ — A'*.- 
D*nne autre part^ la propriete (i3) donne pour A'=3B% 

aA'» = A* + B% d'oi A'=±:iA51r, 

expression qui foumit une construction bien siniple des dia- 
metres conjugues ^gaux. Quant a Tabscisse CP du point M^ 04 
abotttit le diametre A^^ on a ^ 

A'»==x^ + j.- = i(A-+B^), 

B*a:* 
€t en remplafant y^ par sa valeur B' — -jj- , on troufe 

= ■+- — • 



■!V.3*?-< 



I 

( 



r 
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comme ce r^sultat est independent de B , on voit que , pour 
toutes les ellipses ddcrites sur le itieme grand axe, Its ea> 
trdmiPds des diamitres cohjuguds igaux y ont mime absciise. 

68» Les trois Equations (9) y (10) et (11). renferment les six 
quantit^s A , B , A!y B', #, #' ; ensorte que trois d'entr*elle9 
^tant donn6es^ on pent toujours decouyrir les trois aiitres. 
Supposons y par exemple y qu'on connaisse les demi-diametres 
conjugues A', B^ et Tangle J — « qu*ils font entr'eux, et 
qu'on demande les demi-axes A et B. En ajoutant a I'^qua- 
tion (i3) le double de T^quation (14)9 ^et retrancbant 
de (i3) le double de (i4)> pi^is extrayant la racine carreedes 
deux niembres des equations resultantes y on trouvera 

A + B = V/C A'* + B'^ + flA'B' sin (/^*)], 
A — B i= VC A'* + B'* — liA'B' sin («'—*)] ; 

d'ou il est aise d^ d^duire s^parement A et B^ qu'on constniira 
par le triangle obliquangle. Nous donnerons bientdt une autre 
solution de cette question* 

6g. De I'equation de Tellipse 

rapportee au centre et auX dialnetres conjugues aA' et sB'^ 
on peut passer a la suiyante y "^ 

A'*y» + B'W— 2B'»AV = o, . . .(17), 

par la substitution x= A' — of qui transporte I'originede C en M 
({ig.63); lacourbe est alors rapport^e aun systemed'axes obliques 
dont Tun est le^ diametre MM', et Tautre une tangente TM< 
parallele au diametre NN' conjugue de MM', puisque pour 
od-=iOy on a j^ = zfco, ce qui prouve que Taxe des y n*a 
que le point M cotnmun avec la courbe. Par rapport a ce 
systeme d'axes MM', Tt, Tequation de Tellipse conserve la 
forme que nous lui ayons trouyee (58) pour I'axe dA y et ua 
axe des y tangent au sgrnmet* . 

10 



l4lS PIAMETRE9 

70. Dci cette propriety dont jouit tout di^ato^^ de dhUe^ 
«ii doiix; peurtiei^ i^^9 le«( oordes paralUles 4 don coniugne | 
on tice oette ^xistriictic>a pour trouYer le oepatr^ d'tto^ elKpa^ ; 
on mene dans cette courbe deux cordes paralleles^ et une corde 
quiles diylse ^galement ; le miHeu de cette oorde- e^ 1% ottotre 
de Fellipse : on reconnaitra mSme que eette derniere corde e$t 
Tun des axes principanx^ si die est perpendiculaire aux corded 
paralleles. On pent aussi g^ometriquement r^soudre oes que9H> 
tions sur lesquelles nous reviendrons plus lean. i*. 7>&ifei«er /il 
position des axes principaux lorsque ton connait le centre / 
'^'^. un diamHre dtant donn^, trouver sen conjuguA 

71. Pjissons a rb3rperbole : si dans son Equation * 

Ay — B*a:* = -p- A'B» ^ 
/■ 
on fait ces substitutions employees (64), savoir : 

y z=. x' sinm -\- y' sin «', a? c=; x' cos • + y cos «', 

on obtiendra la transfonn6e 

(A^sinV— B*cos»*')y^+(A*sin**--B»cos««)x'*=— A"B». . . (x 8) , 

et cette condition de r^vaAOuissement du rectangle^ 

A!*' sin « si^ #' — B* cos « cos «' = o , 

d*ou resulte 

B* 

tang « tang *' = ;^ (19). 

Si Ton suppose successivement y^=o , a;'=o , et quon re- 
presente encore par A' ^t B' Tabscisse et I'ordonnee corre*- 
pondajates , on trouvera 

^ ^A*siH*#— B*cos^«»' "^ A'sinV— B^^coiV ' '^^^^ ' 

V4<i<^0A 0^) prendra done la forme 

A'y* + B'*^'' = A'W .... (a 1). 



'Or ai I'dh inppoM le dwii-diuDdtn A' rM , ca qtila'a lieu 
-que totu la condidoB , 

on ftora nionsairAMiit, iaptba la nlitioa (19}, 

tang * > V • tf oi 8" Wl* «' < A*aii»»»', 

et cons^quesuneDt le deau-diamfttn B' tfia imtfiBwre , on d* 
la forme B'\/ — 1 ; ensorte qne I'^quatioci (ai) deyiendra 

A'-y — B' V =: — A"B" .... (aai). 
Beciproquemeat , du demi-diam^e B' nippo«£ r^l , on oon^ 
clurait A' imagiaaire et I'^quatioii 

B'-x" — A'y = — A'-B'* (a3) : 

'ces iqaaHtmB (qq) et (aS) rant analogues am iqaaliaoi troN- 
T6ea (58) pour lea axes piincipaux. 

7a. Si dafis r^qnation (^f) on lait lea snbatitntiDns par le^ 
quelles on repasse des coordonn^ea obliquea aux coordonn^es 
rectangnlaires , on retombera aur one tranrformie identjque 
avec l'«quation de I'tiypetbole anx axe* reetangnlairei , et cetta 
identity donneia 

A* = A'» cos"« — B'* cos'*' {94), 

— B' = A" ain»« — B'-aia**' (a5), 

— A*B' = — A"B"8in»C«' — «)....Ca6), 

ajoutant lea deux premieres, on obtient cette propriM -* 

A- — B» = A" — B" (87), . 

et de k demise on d^uit celle-d 

AB = A'B'sinC*' — «)..... iaS)-, 

cea reaultata aonJ ceux que nooa avons prec^d^mment 
pour TelUpae (66) , eo chaogsant dana ceuz-ct B ( 
Bj/— 1 et B'(/— i. 



i^Z i>iam]e:tiiE8 

Ainsi^ dans Thyperbole, la difference des catr^s des demp* 
diamitres conjugu^s, est Sgaie d la difference des caxris des 
demi-axes , et le parall^logramme construit sur des dentin 
diajnitreSf est Sgaleiu rectangle construit sur les demi-^ixes. 

De la propri^t^ (27) on dednit pour A = B^ la conclusion 
A^ = B' et reciproquement : rhjrperbole equilat^fe est done 
la seule qui ait des diametres conjugues egaux. 

73. Nous avons reconnu (46} que Fequation ' 

^J^ = M (29), 

repr&entait une hyperbole dans laquelle les axes etaient 
asymptotes : or pour revenir de Tequation 

Ay — B*a:* = — A*B*, 

A la prec^dente, il £aut esiployer les substitutions qui font 
passer des coordonn^es rectangulaires aux coordonnees obliques, 
sans changer Torigine , et ^galer a-, ^ro les coefEciens des carr^s 
des yariables dans la transformeel 

(A* sin» a' — B' COS* a') y'^ + (A* sin* a — B* cos* flt)x'* 
+ 2(A* sin at sin «'— B* coa a cos 0I) oi y' = — A*B*. . . . (3o) ; 

On a done ces deux conditions 

B* , B« 

tang* * = ^> tang*rf = — ; 

td'oil rfeultent ces deux yaleurs 

R R 

tangflt' 5= — -J, tang* = + -• . .(3i). 
on celles^i 

tangA' = 4. -^^ tang* = — —. . .(3a); 

puisqu'autrement les deux axes n*en feraient qu'un: or en 
adoptant les valeurs (3fl) , Tangle « se rapporte a Tasyinptale 



CX'(Eg. 70 ) sur laquelle on compte Icssf, ct Vangle •' est 
relatif a Tautre as}rmptote CY' ; aiiui on determinera ces denx 
as3rmptotes en menant par le sommet A une tangente indefinie 
sur laquelle on prendra AB' = — B ^ AB =+ B , ensorte que 
CB'^ CB seront les axes a&ymptotiques. Mais si Ton regarde 
comme positives les coordonnees des points de la branche 
mAM, et cons^quemment comme negatives celles de la brancha 
m'AMy le rectangle x' ^ sera positif dans toute I'^tendue d« 
rhyperbole^ ce qui exige que dans la transform^ 

A ( A* sin« sin «' •— B* cos « cos^T ) x'y'^z — A'B* 

le coefHcient du rectangle soit negatif ^ condition qui est sa* 
tisfaite par sin «i n%atif ^ les, autres lignes trigonometriquet 
^tantt positives ^ et alors on a 

_B* A* 

8in<t8in#^= - . . ^, > . eos«icos«'=3 



« 

et pour transform^e 

Des valeurs (3s) comparees a celles-ci 
 • 

. B 

qui fixent la position des diametres egaux de Felliipse (^j)^ 
On conclut que ces diamtoes prolonges deviennent les asymp--^ 
totes d*une h3rperbole construite . sur les m^mes axes , en 
observant que le prolongement de aB' devient Taxe des x^\ 
et que celui de 2A' devient Taxe des y'. 
Lorsque B = A ^ on a ^ d*apres (3fl) , 

tang«^ tang« + i = o^ 

ce qui indique que les asymptotes sont k angles droits dians 
Fhyperbole equilat^re (j^j). 

74* U nous rest^ 4 rechercher. 6*il existe dans la parabole 



iSor StAltiTRCS 

vtti syst^me aaxes obliques par rapport auxqaels son Ration 
coiiderve la fcrrme 

ce qui exige que Tun des axes y celui des j/, ne fasse que 
toucher la courbe^ et que Taxe des oif diyise egalement lea 
cordes paralleies aux ^ : alors rorigine est Tuu des points de 
la courbe. On emploiera done ces substitutions 

qui font passer d'nn syst^e d'axes rectangulaires a nn dyst^me 
d'axes obliques en d^pla9ant rorigine (cbap. Ill, probl. Ill) : 
on a pour transformee 

y* sin*# + ^y sin « sin «' + ^'* sin* « , 

+ a (6 sin •'— p cos«') y 
-^a(ftsin««- p€0s«)i/-4-&* — 5kq(i=so......^0), 

ainsi sous ces conditions 

sin«sin«'=; o^ sin*« = o, V — * * 

la transformee deyiendra 

et elle aura la forme de la propos6e. Or la seconde des ^qna- 
tipns ^3/Q donne sin « =;? o , valeur qui satisfait a la premi^e^ 
et qui apprend que Taxe des x' est parallele k celui. des x, 
ou a Taxe principal de la parabole : il ne reste done que les 
deux derni^res Equations (34) pour determiner V et les coor- 
donnees a et & de la nouyelle origine qu'on reconnait £tre 
sur la parabole , puisque ses coordonn^es a et 6 satisfont i 
r^quation' y*^ — apx == o : ainsi Tune de ces trois quantit^S , 
a , par exemple , seva afbitraire, et, d'apris la troisieme £qua- 
|ioB , Viaclinaison m' de Taxe des y sur cdiui des o/j aera^ 

donn^e par 



4 cause de 6* = 2^ : la transform^e (35) qui est rMaite A' 

y* 1^ > x^ ss= o def ient done 

y»=(4a + Ap)a/ ou y^r^apV, 

en faisant 3a4-p=p'. Ces axes A'X', A'Y' (Eg. 71) pourraient 
encore ^tre nomines diametres conjuguis^ quoique la coinrbe 
n'admette pas de centre ; le premier divise encore egalement les 
cordes mm' paralUles au second qui est tangent 4 Tori^e A\ 

75. Reprqnons I'^quation g6n6tale ^u cemtre 

my^ + anjiy + pi:* = P, 

fettploy*^ tSs) > «t soit 

Tequatioa pour un syst^me d'axes obliques conjugal qui se 
coupent au centre : en substituant pour ccf et y' les fonxiule» 

' y :%; sin / — - V cos *' , a:sin«-— ycos « 

sinj * -^ sinS * 

qui font passer det fl^ces obliques a des axes rectangulaires 
( chap, in , proW. V ) , formules dans lesquelles •=«'—*, 
et exprimant que T^quation resultante est identique ayec la 
premiere , il yitndra 

• M'cos*# 4- N' cosV = msin**, 
M' M^m -+- N' sin*i/ 2= p an* 8 , 
M^ sin # cos « + N' sin ti! cos 4cf =s -^ n sin^ flL 

Oa diduit de ces trois ^qtzationa ^ 

M' + N = (/»4-p)«Vfl^ 

M'N'=(7iip— /i*)sin»ar-*-^^^* . 

•t pdr <96]id^iiem r^qtidtioii da neo&nd degr'^ > 

z* — {m4-p)Asin*8 4- (^mp — n*)sin*8 = o f?i) > 

dont les racines sont imaginairea , lorsqu^on a \ ^ 

Cm+p)»sm»8 — 4(mp^7i*)<o^ - 



''\ 



l5d DIAMETRES 

ce qui emporte la condition 

mp — »• > o , cl-ou n* '^ ntp <^ o," 

< r 

lAqaeWe n'a lieu que pour I'ellipse : de Tinegalite precedente; 
on tire 

"°*fl< (;n-fp)' -  
Ainsi la plus petite valeur que puisse prendre ain&> r^9ulte de 



-v' = ^^^=^--P«)-. 



alors les racines de TeqUation (3/) sont egales, c'est-a-dire 
quon a M'=N'; or 

tang • = tang («' — «) 5=  T^"* ~, ^°^ "* » 
o bv / 1 -f-tang* tang«* 

ct en remplapant tang u! et tang « par leurs valeura (67) , on « 

jB 

. ^ A — aBA 
. . tang 9 = _ = __-.. 



A* 

Done Vangle fl ^tant obtud , et sin* B donn^ par Tequation (38) > 
etant un minimum , necessairement Tangle obtus fofiue par lea 
diam^tres conjugues egaux^ est le plus grand de ceux que puissent 
former deux diametres conjugues. 

' Ainsi lorsque Tangle 6 entre les diametres cQnjugu^s^ ser^a, 
donne , on pourra trouver Tequation numerique de la courbe 
rapport^e a ee diametre , puisqu*on a M' et N' par la re- 
solution' de r^quation du seoond degre : cependant conuue 
cette analyse ne fournit pas de caractere pour distinguer entree 
les deux racines celle qu*on doit prendre pour M' ou pour N', 
il parait n^cessaire d'evaluer separement M' et N' avi moyen 
4es Equations (36) qui donnent 

(M^— N')* = sin« e [( TO + p Y ain»8— 4<;mp -^ n^yi^ 



ajoutant cette egalit^ avec la premiere dea ^galites (36)« 
on trouve 






N' =i [(7ii+p)sin*fl— sin B V^im+p) 

£n faisant dans ces expressions sin 9 = i > et changeant M' etf 
N' en M et N , on retombe sur celle&-ci ^ 

trouy^es (55)^ en changeant m en A^ p en G et aa en B* 

76. Faisons quelques applications. 
, Exemple I, Soit Tequation 

5y*+ Gxy + 5x*+ 6y ^a + lox |/fl4- 3=0: 

«n propose de rapporter la conrbe quelle repr6sente, an 
centre et a des diametres capables d'un angle dont la tangent* 

— — !• 

D'abord on trouye pour les coordonnees da centre 

4 sr O , a = — \/si , 
^t pour transfonn^e 

5y» + 6xy + 5j?'*— 8 = o ; 

on trouye ensuite pour seconde transform^eF 

( 5 sin V+ G sin «' cos #'+ 5 cos**') jr'* 
•+-(5fiin*# + 6 8in m co3«r + 5cos*«)x*' — 8=0, 

90US la condition 
S^in If sin «'-4^ 5 cos • cos ^'+ 3 sin « pos /-f- 3 sin •' cos « = o> 



f 54 0lAM£tll£d 

qui est le coellicient da rectangle^ egale a z^ro : on en 

apres la division par cos '# cos « , 

5 tang « tangtf 4* 5 + 5 tang#-f Slmg «':=Q : 
or, d*apr^s T^nonce, 

*.«»/ ' ^\_ ' s_ tan6^'--^ang^ 

at de la 

5 tang« tang « -f- 5 — 5 tang u + 3 tang #' =t= o ; ' 

ces deux Equations donnant 

tang#=i=:o, !ang#' = — |; 

on a done pour transfonn^e 

f^/* +.5x'* — 8 3=0. 

En employant les formules donnees (76) > on setait conduit a 
la tran^fonn^ 

5y« + 1^ x"^ ~ 8 = o. 

L'^uation anx axes est * ^ 

4y + a^ = 4. 

Exemple IL . Rapporter imm^diatement Tlijrperbole de 
Tequation 

y^ — 2xy — .x* -f- ^ ^= o ^ 

a ses as3rmptotf $ : comme Torigiae est an centre de la courbe ^ 
il suffira d'emplqyer les formules # 

jr = x' sin « + y sin «' , x = x^ cos * + y cos J , 

et on trouyera ces conditions d*eyaaouiss6ment des 6ajrr6s dea 
variables 

cos'« — 5in*« -f" a sin « cos n 1= o , 

cosV -^ aihV -f- 2» sin «' eos a^ = o 9 



eoNJuovfs. x55 

dr^ot l*Uii« dorinera 1m deux angles « ef m!, en obsertant que la 
premiire Equation eit compost an moyen de • ^ de la m^nie 
maniere que la seconde Yest au moyen de «^ ^ la premiere 

donnd 

tang* =sz 1 dbV^« 
done 

tang« =a 1 + v/a, tang* = i — |/a: 

« 

nous prendrona sin m^ n^gatif (yS ) et cob •' potitif : de ees 
Taleurs des tangentes^ on d^duit 



/ • 



8in It rr: >■ - ^ , sin if r=:    -^— , 

K a C«+ \/^) l/a(a— -v^a) 

t/a(2+j/fl) i/flCa-rV'a) 

ensorte que la transfonnee 

4 I 

(sin M sill *' — cos « cos • — sin m cos # — cos « sin m)afy+ 1 == o 
deyient , par ces substitutions , 

■^ V^a 

En emplojant la formule des as}rmptotes (cbap. V) , on 

trouverait pou% equations de ces droites^ 

», 

jr = (i ±^/a)ar, 
et consequemment , 

tang * = 1 ifc ^/a , 
d*oii resulte , 

tang * tang •' + i = o> 

ensorte que les asjonptotes sont a angles droits. 
Sxemple IIL Rapporter la parabole de I'equation 



1 ^S DIAMETRES CONJUGUES, 

a, ttn .systeme de diametres conjugues capable^ d*im angle 
dout la ULngente =: ,i . Les coordonnees de Tori^e sont 

fit == — 1 , i= o; 

on est ensuite conduit a ced determinations 

tapg at t=: 1 , tang «' = oo ^ 
e( on obtient pour equation reduite » 

On obaeryera qu*a Tequation . de condition sons laqiielle le 
coef&ciont du rectaiigle disparait , et qui est 

tang ft (tang «'— i) — (tang m' — i) = o^ d ou tang nr=:i ^ 

,on doit joindre celle-ci 

tang (*'—**) r= i , 

qui est foumie par I'enonce de la question. 



MOBL&ME DES TANGENT£t. ihj 



CHAPITRE IX. 

* 

Des tangentes ^ normales^ soutangentes ^ sounormales 
mix courbes du premier ordre^ theoremes generaux 
sur ces courbes , et problemes. 

I  

77. JLja tangente a line ligne da second degre, est une droite qui 
n'a qQ*iin point de commun ayec cette courbe y et qui la laisse 
toute entiered*un m^me Gdt6. La premiere condition seule serait 
insuffisante pour caract^riser la taogente ; car I'axe principal 
de la parabole qui n a qu*un point common ayec la courbe ^ 
n^est pas une tangente, mais*une secante. 

78. Nous resoudrons la question des tangentes , en partant 
cle Tequation la plus gen^rale du second degr£ entre deux 
Tariables. 

«Soit done I'equation generale. 

Ay +,Bx^ + Cx* 4- D^ + Sa: + F = o (1) 

aux coordonn^es rectangulaires , et soit (fig. 7a) M^ le point 
sd y auquel on doit mener une tangente : comme ce poirt 
est Fun de ceux de la courbe , ses coordonn^es a/y doiyent 
'«at]sfaire a I'equation (1) : on aura done en m^me temps 

Ay* + Bx'y + Ca/*+ Dy + Ex' + F = o. .. .(a). 

Par le point M^ nous supposerons une secante SM^' qui de* 
yiendra la tangente cherch^e TM^f , «n la faisant toumer autour 
de M' jusqu*a ce que le point M'' coincide ayec M' : car alors 



/ 



\6o IPROBLEME DES TANGENTES. 

la position dii point M^ de tangence sur'la coiirbe. On aura 
done 

•outang --. ^___-p^ . . , . Qioj, 

80. On appelle nprmaJe a une courbe » la perpendiculaire 
M^ a la tangente au point de tangence. Si Ton designe par of 
]a tangente de Tangle M^NX^ on doit avoir entre </et la tan- 
gente a la relation aa' +1=0, d'ou a' = — - : ainsi Te- 

• a 

quation de la normale , sera 

# 

xet y itant les coordonnees generales de la normale. 

81. La sounormale est la portion l^^N de I'axe des abscisses , 
comprise entre le pied P^ de Fordonnee et la rencontre N de cet 
axe par la normale : si .done on fait dans (11)^ = 0, la valeur 
correspondante de a:— x'=:AN — -AP'^=P'N sera cette sou- 
normale j et on aura 



sounorm 






La soutangente et la sounormale onjt des signes contraires, et, 
en effet, ces lignes s*etendent sur Taxe^ a partir de F, dans 
des sens contraires. II est aise de prouver qu*abstraction faite 
du signe, le produit de la soutangente par la sounormale est y*. 

82. Onsait que les courbes qui admettent un centre sont 
comprises dans Tequation 

My + Nx-* + P = o, 

Ideiitiqne avec la propos4e , en posant A==M, B = o,C = N, 
D;=rQ, E =; o , F =: P ; repdrtant ces valeurs dans (8) , (9) , 



(«0i (iO ^t (la), on trowe 






«ounorm. = — -^^ (i«^ 



Ponr les courbes rapportees au sommet et a im axe ^me- 
trique, et representees par 



et 






flAfy 



.out « .,^Mr2 



arr?+Q (ao); 

flMv' 



soiinorm. = — flNj/-|-(^ 

^J^jP ••••(39), 

83. Thjortme I. i". Si par un point prisarbitrdiremdntsm 
U plan d'une ligne du second degrS , on mine une suite de 
sjcantes, et si paries deux points d" intersection de chacune 
aelles,avec la courbe , on minedcette mime courbe deux 

n 



ifo PROBLiMfi DBS TANGENTfiS; 

iangentes termini a leur point de concours , les UingehUs 
qui abputissent aux extr^mit^s dune mime s^cante , fotmeront 
une suite dangles circonscrits dont les sommets seront tous 
suT une mime ligne droite, a°. Si ton circonscrit a une ligne 
du second degfd, une suite dangles dont les sammets soient sur 
une mime droite , situSe comme on le voudra sur le plan de la 
courbe f les sdcantes qui joindront les points de contact des 
cotis de ces angles avec la courbe , concourront toutes en un 
meme point. 

Pour dl^montrer la premiere propriety , nous obsenrerons 
d'abord qu'nne ligne du second degr6 ^tant tracee sur im 
plan^ il existe toujour^ one infinite de systkmea d'axes soit 
rectangulaires , soit obliques , tek que la courbe rapportee 4 
ces axea^ prenne la forme 

ay^ + cao^ "h dy -f- ex z=z o,. . . (ft3) , 

Tori^e etant en nn point quelconque de la courbe. Si par 
un point of, y' pris sur la courbe , on lui mene une tangente » 
son ^(piation sera , d'apres la formule (9) ^ 

■^- '^ nay 'J^d^ ' 

d*ou Ton d^duit 

(acx'+c) ix — x") + (2«y +rf) (j^— y) == o , 

^quatiop qa'on. ponrra mettre sous cette forme 

Snais parce que le point x\ y est sur la courbe > on doit 

avoir 

cy»«j-ci'*4-^4-«^= o (24)' 

€n ajoutant le double de cette derniere Equation i la pr<c^ 
dente , et r^duisant , T^quation de la tangente prend cette 
forme tr^-simple 
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TH^ORtUES ET PROBLtKES. ifiS 

SupposOns que I'od se propose de mener i la combe nne 
t&Dgente par im point ext^rieur P , ajant « et C pour ses coor- 
donates : la question se redoira a determiner lea coordoiw^ 
a/, y du point de contact , qui , dan« I'^qnation (aS) , dfr- 
viendront des incoonnes ; de plus , comme le point de contact 
est sur la tangente representee par (a5) , cette Equation doit 
avoir lien en changeant x ca « , tt y nn C : elle devient 
alori 

<acx'+«)* +(aay+d)C 4-ex'+ify'= o (a6), 

c'est-A-dire, 

{ac«+e)x' + CaaC + rf)y + M + (K = o (ay); 

on aura done les coordonn^es 3/, y du point de contact , 
en combinant cette demiere ^nation avec I'^qnation (34) , 
ou , ce qui revient au mime , en combinant I'equation (a3) 
avec 

(2c<« + e)x4-CaaC+ii)^ + (e«4-de) = o (3/); 

ce qui donnera n^cessairement deux points de contact. Mab it 
eera plus facile de conatmire lea lienx giometriques de c«b 
deux equations , lieux dont les intersectioDS seront les points do 
contact cherches : or de ces deux lieux , le premier (a3) est tout 
construit, puiaque c'est la courbe elle-m^me; et comme le 
second ( a/ ) est une ligne droits , il s'ensuit que les deux 
points de contact cherches derant 6tre en mime temps sur la 
courbe et anr la droite (07^ , cette droite ne pent Itre que celle 
qui joint las deox points de contact. 

Ainsi le sommet P d'un angle circonscrit i. une ligne du 
second degri, £tant donn^ , il est facile de determiner la droite 
(27^ qui joint les deux points de contact des deux cdt& de 
Tangle avec la courbe. 

Le probleme inverse , c'est-a-dire , celui qui au 
objet de determiner le eommet P de Vaugle drcou 
la connaissance de la droite (97') qui passe par les 
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contact, reiiriiendrait a considerer les coordonn^es et et C^iu' 
point P, cpmme 'des incoimues dans 1 equation (a8) ^ et 4 le^ . 
determiner , en exprimant que cette equation est identique ayeo 
celle.de la droite donnee. , 

Suppo6ons actuellement que le point P aoit variable de posi- 
tion, «la droite (371'). le sera pareillement ; .assujetissons cette 
droite a pa^s^r .co^stantoaent. par un certain point G ayant g- 
et h pour ses coordonn^es : nous exprimerons cette circonstance . , 
par Tequation 

< 
qui revient a celle^-ci, . [ . 

( 2cg -4" e ) * "f" ( ^^f^ +^)^-t-eg"-f'dAr=o^ 

jCette equation, en y changeant a et C en x et y ,' est celle '.- 
du 'lieu de tous les points P qui Tepondeht aux- diverges po-* 
fiitions que peut prendre la droite autour du point G : Tequatioii - 
de ce lieu sera done . / > 

' (Qcg -f-e) X + (zah -^ d) y ^ eg -f- ^J = o.. . •(ijS), 

qui represente une droite. D/ou resulte le. tk^oreme, premier (*), 



(*) On peut appliqaer ce qui .vient d^iJtre dit h la courbe de rcq[uation o^* -f> x* 

-f-^-f-ar==jOj le diam^treFH a pour '<:o0rdoime> jai£= •— 2 > les a^scissesdes 

iniersecuonft de la conrbe av^c ce djam^tre ftont A7=:-*o,5ri:o, 6, etc;^ 
la courbe coupe Taxe.des a; dan^ les. .deux points a: = o,x=— i, et 

Taxe des y dans les points y s» o, ^=: — -n, Soie&t:«== i , C = — i 

' les coojxionn^s-du point P; comme onacizza, c=i, df=i, e=i, 
reijttatton .(a/) devi^dra y = jr; les intejsecticms de cette droite avec la 

' cotirbe, '.sont donn^es par 3ar*^-h ax = o ; d'oii^x 1=0, ir = -*ffjkla pre- 

mi^re yaleur de x repo^d ^ s= o : avec la seconde on prendra t^= ''^ 9 * ^^ 

' & t^atxcm de ces points x.= o et jrrro, x = -r- - etJ^ t=— 5, onm^Ae 
' un* tang^te , on ^trouYcra :pour equation de la- premiere ^s= -;- a: , cr pour 



'.THtOltiHES ET:pROBL£nES. 'l6S 

I De'm^lme que le poiat G 6tant doime ari>itfaite]iieiit, on 
peut toufoiirs d^teiminer ime droite qui ait xvec lui la relation 
exprtm^e par le theotteie , cm petit r^proquement , lorsque 
. cette droite est donnee , determiner nn point G qui soit lie 
avec die par une semblidile relation : il ne s'agit, en effet , 
que de regarder comme inconnues dans I'^quation de la droite 
f a8) , les coordooneea g et A du point G , et de les determiner 
en exprimant que cette droite est identique avec celle de la 
.droite donnee. De. la.resulte le theoreme a°. qui est I'in- 
Terse du premier. 

. A cause de U, relation qui exi^te entre le point G et la 
'droite qui est le lieu des sommets des angles circoDscrits , ce 
point a ite appel^ le p61e de cette droite, et on peut appeler 
la droke k ^^jre du point G. 

 Si dans les Equations (a3) et (38) oi^ suppose d^^O, ces 
Equations devieudront 



ay* ■+- ex* -|- ex ::= o , ; 
(3cg + 'e)jc + aahy + eg = a J 



■Ca9>: 



I'axe des x aers un dinmetre dela courbe , et I'axe des y, 
tangent a la courbe, sera une pavallele a son .conjugue. Sil'oa 
Teut maintenant que la droite, lieu des sommets , soit parajUle 
a I'axe des y , il faudra que le terme en y disparaisse de I'equa- 
tion (29} : on devra done avoir ft^ro; et rfciproquement , 
hirsque h sera nul , quel que soit d'ailleurs g , la droite devien- 
3ra parallele a I'axe des y. De la'resutteiit plusieurs. conse- 
quences curieusea que nous laisserons a tirer. 



^q[U*(i«i.delai«coiKle,}'=:— = — |j le* eooiionaia ie Viotertee 
c« [iiiiBeiiiti,MroDix=a=i,/=C=— r-SoKDi A=— ^,*=. 
'ceiirdoDD«» dii point G qai «t I'lnteraeciton de !a icoanie f = 
lo diamilre FH; en, repomat ces Tsleun dan* reqaaiion (18), on 
area s ^a> I J d'oiiToD conclut que le lieu dcf points P at une p>i 



l66 PEOBLiME 0E8 TANGSNTEg; 

84' Nona donnerons sans demonstration, im^proc^d^ gra« 
pbi^e qiii n'exige que la r^gle^ potir menei^ une tangente a ^e 
ligne du second degr6 , i^ par vn point eztMeur P; a^. par 
tm point P pris sur la courbe* 

1*. Soit (fig. 73) ABCD la conrbe , et soient menses par 
le point donn^ P , exterieur a la courbe , les deux s^cantes ar-^ 
Bitraires PDA, PCB : soit E le point de concours de AB et DC^ 
et soit F le point ^ concouirs de AC et BD; en menant EF qui 
coupe la courbe en G et H , jces deux points setont ceux de con^ 
tact de la courbe avec les tangentes par P. 

A*. Soient pris arbitrairement les trois points A , B , D 
(fig. 74) : soient M le point de concours de AB et DP , N le 
point de concours de AD et BP : en faisant varier la position 
de Fun ou de Tautre des points B et D, ou des deux a la 
fois , et r^petant la m^me construction , on obtiendra une 
iiouvelle droite M1?J' dont Tintersection R aVec la premiere ^ 
sera un des points de la tangente cherch^e RP« 

85. Th^oreme II. Si deux cordes se coupeni dans une ligne 
,du second degr4 , le produit des segmens de tune est duproduit 
des segmens de rautre , dans un rapport consiani. 

Si Ton divise T^quation gen6rale par le coefficient de y^^ 
on aura celle-oi 

y + «^ + bx^+ cy + dx +/= o> 

qui ne renferme plus que cinq coefficiens ^ et que nous ecri-* 
rons ainsi , «. 

y+ {ax + c:)y -f ibx^+ dx + f) =: o: 

supposons que la courbe de cette equation (fig. 76) soit 
rapportee a deux axes AX , AY , faisant entr'eux un angle 
quelconque donn6 : pour une abscisse quelconque x=:AP 
dont les coordonn^es sont "Pjn et PM , on a 

*«• + da? + / = Pm X PM.. • . .(3o) : 



»^ * 
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^r I pour y =o ^ la propose 8e rddiut i, 

^nt les racines sont x =: AB, or =3: AC ; on 41 dcmc 

a:» + ^x-f|^=(x— Afi)(x— AC) (3i), 

«!: comequemiiittit , 

J Pm X PM = (x — AB) (x — AC); 

remettant poor x Tabscisse AP> on obtient cette proprUt^ 

^nonc^e^ 

PB X PC _ 1 

PmXPM— i ^^^^" 

Si la courbe est im cercle, atk a, h^s^ i , ^ on retombe snr 
la propr]6t6 connue des s^cantes. De la r&nltent ces conse- 
quences remarquables. 

■Si dails la puabole (fig. 76 ) , novs pienons poor axe det 

'abscisses le diam^tre FH qni diyise egalement les cordes nun, 

MM, paralleles a Taxe dei ^, et qni rencontre la conrbe an 

point a^ et en un antre point infiniment ^loign^, on aura, 

d*apr4s (5a), ces quotiens comtsbis p^ ^ » ^V^ > et 
de r^galiti de ces rapports , on tire 

PM=«?^XPa, 



0*ett-4<l2re , en faisant PilLssy, Passix, — sssff, cette 

^ipation 

y* = sp'x (33). 

V 

Dtuu relHpw (fig. 77) , le dUmitre FH-reaoontce la ooariie 



J 
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propri^^ 00) deviendra 



tfl X Pa' Cox Ca' A.'" ' 
d'oii I'oo d^duit 

en faisajit PM == ^, aP = x. Si , pour porter rorigine att 
centre , on fait j: =: A' — a:', on aura cette Equation aux dia- 
n^tres conjugnes 

y = |J(A--x") (35). 

Poor I'hyperbole (fig. 78) , on a 

™' 

on peat toujonrs supposer cette constattte ^gflle an ra p port 
ffltre an carrf B^ «f cdni de Ca = A' : coas^quemment on 
aam 

y = ^(aA'x+:r:r)....C36), 

an posant aP = x: on d^EniTa B' en transportant I'origiBe aa 
centra C da la «o>)rbe , ce qui donaera la transfonb^e 

y = |^(x-_A-) (37); 

our j^-s^ o ,"on concItt« 

^ = ±B'i/-i: 
est enoore le coeiEclent de ^— i dans I'ordonnee 
ire qui r^pond 4 x=^o, 

lit aiaS de s'as>iurer , d prion , que les axes auxqneU 
ions de ra[qH»ter les Irob courbes , sont dea axes on 
aMres conji^uaa. Soui obserrerow d'abord tja'ajtet 
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pris poor t'ellipse et Thypcibole, I'origjne ao centre, refla- 
tion g^erale eat rMnite i 

Ay'+Kry.4-Ca:' + F' = o; ' 

qu'on Fasse mamtenant lea aubstitutiom 

y = x' am<i-^y' aina', x=: x' costf+^cw*' 

qui font passer d'lm syateme d'axes rectangulaires k nn s^i- 
t^me d'axea obliques, et qu'a Ye\Xet de rapporter la conrba 
auasyst^e de diametres conjugues (cbap. Vlli), on ^galea 
zero le coefficient du rectangle , on aura la condition 

3Asiiiasin«'-^3Ccoa«cos«'-f'B(aiuacos»'-4-sina'cos«)=o, 

^iivisant par cos« coss', i] viendra 

aAtanga tango' -{-B tang« + B tanga' -4- aC ^ O. 

Si maintenant on pose tang* = 7 qui est la tangent* 

de Tangle que fait le diamdtre FH avec I'axe des abscistes (3o) , 
t fig- 49 ] . on aura 

, B'— 4AC 
tang« = -i-— = 00 ; 

or Tangle J hast droit, il s'entuit que Taxe CC co^ugu£ de 
FH, est perpeodiculaire sur Vaxe primitif des absciases, on 
sur sa paiall^le passant par Te centre, Ainsi le diam^tre FH , 
et la perpendiculaire mea^e da centre sur Taxe primidf des 

abscisses sont des axea conjugues. Pour la parabole, tanga' ^-. 

 8S. Th^oreme III. Toute droite men^e par Its milieux da 
cordes paralliles , dans une ligne du second degr^ , va oasnr 
par le centre, si ia courbe admet un tel point. 
Beprenons .T^quation 

A^* + Bxy + Cx* + F = o , 



' 



'7^. P110BI.EME DE8 TANGEHTES^ 

qui est celle d'lme coiirbe rappoit^e a son CQJdtre (53) : Yeqm^ 
tion (4), [chap. VII) , se reduit a ( 

.(3Ca' + B)X + (aA + Ba')Y = o, 

et elle represente une droite passant par le centre ; done etc; 

87, Theoreme FV. Dans la parabole , toutes les droites qui 
divisent dgafement des cordes paralUles , sont parallHes entce 
elles , quelle que soil tinclinaison de ces cordes* 

La meme Equation (4) , [ ch^. VH ] donne 

QCa' + B 
qA "{^ Ba 

ponr fangente de Tangle entre Taxe des abscisses et la droite 
qui diyise ^galement les cordes paralUles : 11 snffit de prouye^ 
que cette expression est independante de a':or^ par la^diyision^ 
on tronye ^ pour la parabole, 

flCQ"4-B _ flC  B^— 4AC _ aC _ B 
Ba'+2A~ B *^B(Ba'4-flA)"" B ""aA* 

tangente de Tangle que fait ayec I'axe des or le diametr^ 
donne par la partie rationnelle des yaleurs de y^ 

88. Theoreme V. Si par le sommet commun de deux^ 

courbes semblables dont les grands axes coincident , on 

mine a volants deux cordes AB, AB' (fig. 79-), ees cordes 

seront coup^ proportionneUement par la courbe intdrieure ^ 

et consSquemment les cordes BB'^ DD^ seront paralliles. 

On appelte ellipses on hyperboles semblaUes ^ celles pour 

B* B'* ' 

lesquelles on sl -^ =: -p^ , A et A' etant les demi-grand» 

axes » B et B^ les demi-^etits axes. Les paraboles sont done 
des courbes senxblables. 

Solent 

y^ =± mx^ "f- nx y 

y* = mx* + n'x , 



yatotiimu bt pBon^ME» 17c 

lea ^qnatiom d« deox coniiMs sembloMea it tattat d&iomU 

y = ax , y = dx , 

celles des deux droites AB , AB' passant par 1'origiae A : 
en lea combinant ayec chacuae des denx premieres , on 



AB = 


?=^ >'''■+■■ 


AB'=y 


^ 


>/^-+.. 


AD=: 


5^f'''+'. 


AD- = -, 


»' 
— m 


/« 


"M^* 


d'oik I'OE 


condut 

AB 
AD~ 


|> AB' 
?=AD'- 









83. On peut disposer des c'lsq coefficiens de t'^uatioa 

j^-i- <rEy + i:C+ cy + di +/= o.... (38). 

de mani^re k assoj^tir une ligae do second degi£ i passer ptf 
cinq points donnes : or , pour faciliter les d^eraiinations de 
ces coefliciens , on pourra faire passer cliacun des axes coor- 
donnes par denx des cinq poiuts donn^ , ce qni fixera 1« 
position de cea axes , et cons^emment Tangle qo'ils font 
entr'enx. Ainsi les c^n^ points en question 4taiit (fig. 80) 
A , M', M", M*, M", ayant pour coordonn^ o , o et ^, 
f^ xX y', jf et y", x" et y'^ Venation gln^ale (38) 
deviendra , pour le point A , 

. „ /=o....(39), 

pour le point RT, 

/•+«/+/=»■••■«»). 

pour le point M", 
pour le pobt H", 
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cnfin pour le point M*^, 

fcx»^»+dr»^4./ = o. . . (43)/ 

On ohseryera que ces Equations (Sg) .... (4?) etant da pre- 
mier degre en a, b, c, dyfyles valeurs de 'ces inconnues 
seront reelles et possibles : apres les substitutions de ces va^ 
leurs dans (38) , la courbe de cette equation passera ' par les 
cinq points donnes. Si la courbe doit ^tre une parabole> on 
aura ^gard a la condition a* — 4^ = o ^ qui servira a deter** 
miner Tune des cinq constantes, 

go. Nouspouvons done resoudre les deuX problemes suivans*, 
dont la solution est fondee sur la question pr^^dente et sut 
Tanalyse des tangentes. 

Probleme I". Etant donnas les trois points B, C, 'E^et ia 
droite AF , assujetir une courbe du premier ordre d passer 
par ces trois points* et a toucher la droite AF en un point A 
donne ( fig. 8i- ). 

L'enonce comprend cinq conditions qui sufHsent pour definir 
la position de la courbe. 

Ayant mene la droite AC par deux des quatre points,* et 
la droite BE par les deiix autres , on prendra AC pour axe des 
abscisses, et pour axe des y une parallele YY a BE passant 
par A , ensorte que le point A sera Torigine des coordonn^'esv 
Poitt* le point A, on a a:=:o, y z=:o\ pour le point C , 
y= o, a: = /j pour B, x= AH = gp, jr = HB = A; enfih 
pour le pomt E , x = AH = g, jr = HE = — A. Ainsi Tecjua^ 
tion generale 

y^ + axy-^ bx^ + ^y + ^.4"/== o 
donne les quatre conditions suivahtes 

/=o....'(44)> 

i/' + d/==:0 (45) > 

^^ + ^g^ + %* + cfc + % = O' • • • (4^) > 

Je — agk + ftg* — ck +.% = o, . . .(47)'> 
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Vequiition (45) donne j 

clout la substitution dans (^S) et (47) donse 

h' + agh + hg^ + ch^blg = o... .(49), 
k* — agk + bg* — ck — big = o ; 

retranchant la demiere de Ta prec^dente , on trouTe 

Joat la division par h -\-k donne 

i-J+.^+c-o.,..(Bo).  
Multipliant par k , et retranchaut le produit de (4,9) , il Tiendra * 

Ainsij d'apris (48) , 

J— ^^  

"~~~g(/— ^)» 
et d'api^s (5o) 

A — c — A, 

a = i 

g 

II reate a d^termuier c, d'apres la conditioii que U eonrbe 
toDcbe la droite AF en A. L'equation de AF rappoit^e a I'ori- 
giiie A et aux axes de la courbe , eat 

.^ = mx i * 

en observant que m = -re = - • P etant HF. Si Ton suba- 
AH g "^ 

titu6 cette valeur de y dans 

y + axy 4.ix» + cy + <tc = 0, 
r^quation r^aultiOite donsera les Abacisaes a? dea 
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de la coiirbe et de la droite^ et on aiira^ apres les reductions' 

a: = O, x=— f--= —r^ — > 

6 + am «+- m* 

« 

mais la droite deviendra tangente en A^ si le second point 
d'intersection vient se reiinir an point A dont I'abscisse a; = o; 
on posera done " 

' cm + J J, . , - 



et de la on deduit 






ikk 



m- p -pii-gr 

ainsi tons les coefficiens a, b , e. . . ,faont connus> et conse^ 
quemment on pourra construire la courbe. 

Probleme H. Etant donnds le point B, et deux droites AT , 
CT , d^crire ime courbe qui passe par B et qui tonche chacune 
des droites dans les points A et C (fig. 8a). 

Cet ^nonce comprend cinq conditions qui assujetissent la 
courbe de position. Qn prendra la ligne AT pour axe des 
ordonn^es et AG pour axe des abscisses. L'^quation de AT est 

dont la substitution datis 

y* -f- axy + bx^ -^ cy ^ dx +/*= o 
donne 

y = o, jf = — c; 

et consequemment c = o sera la condition sous laquelle la 
droite AT touche la courbe en A : I'^quation g^n^rale de^ 
yient done 

y^ + ^^ + ^^* + ^ "l"y^= o» 

On a' d'ailleurs y = o , parce que le point A est sur la 
courbe. Soient encore or = g, y r=: A les coordonn^es du point 
B : cette derni^e Equation deviendra , apres la suppression de f, 

• h^ + f^gh + ftg* + % = o* 
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De plus , k cause de a:= AC = / ety =t o, on a la condition 

6/* + ca = o, . do* J= — W. 
JL*a courbe doit toucher en C la ligne CT qui a pour ^qoatioa 

mx . 
y = T"*"'^' 

m designant la longueur connue AT : ecrirant cette yalenr 

dans 

on aura , en rempla9ant rf par — W, ces deux abscisses des 
intersections de la courbe et de la droite CT^ 

^ /(flm' + fr/'—flm/ ) :±i(bP—amt') 

pour dire que les deux points se r^unissent en un seul, il 
&at poser 

4/^—0111^ = 0, d'oA a=— , 

m 

par cette valeur de a, celles de x deyiennent egales, et cha-- 

cune d*elles est 

a: = / = AC. 

Ainsi tous les coefficiens a, b, c> dyfitsmt ou pouvant ^tre 
^yalvfes , on pourra construire la courbe qui satisfait aux condi- 
tions inoncees. 

91. Proposons-nous maintenant de trouyer les intersections 
d*une courbe du premier ordre ayec une droite et ayec ime 
autre courbe du preiliier ordre. Ces intersections etant autant do 
points communs aux deux lignes qui ne peuyent en admettre 
plus de quatre^ lorsqu'elles sont du second degre, la question 
conduit a trouyer les couples de solutions qui satisfont aux equa- 
tions propos^es , solutions qu*on obtiendra par la m^thode 
connue de relimination ( Alg. , chap. XXV) qu*il sera bon de 
combiner ayec la discussion (chap. lY). 

Problime /'^ Trouyer les coordonnfes des intersections des 
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lignes 

k cet effet on eliminera i ety entre les deux Equations ^ ce 
qui donnera 

x = o, y :i^ Oy cc =: ^^ by y =z — a', 
aiB^irla droite .rencontrera la courbe dans deux points, he 
centre de Vhyperbole a pour coordonnee^ x=— -,j^ = — - , 

et comme elles sadsfont a Tequation de la droite^ il s'ensuit 
que cette droite passe par le centre de la courbe. 

Problime //. Assigner les coordonnees des points communa 
aux courbes 

y* — . flxy + ace* — ay — ao: = o, 
y* — Qxy + SJP* — aa? = o : 

on trouye qu elles se coupeht dans les points 07= o et^ = o ; 
x=i ety=io. 

Problime IIL Soit le systeme des deux Equations 

y^ — aajy + 0:*— -aj^ — 1=0, 
y^ — axjr + -3:^ + ^ = 

qui repr^seutent des paraboles. On obtient ces solutions 

07 = —!, ^ = 0; a: = — i, y = _|, 

les :deux^ courbes se coupent done en deux points^ etc. 

ProbUme IV* Assigner Jes coordonnees des intersections de 
Tellipse et de la parabole representees par 

j^ — jsjcy + ao?* — a^ 4- ax = o, . 
y^ — ^xy 4- or* -f- 07 = o ; 

on a pour systeme de solutions 

*=c>i ^^ = 0; a7 = ~i, j^=o;. 
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les deux autres racines x donnees par T^uation finale en x> sont 

gd. Nous dirons un mot de la construction des racines des 
Equations des troisieme et quatrieme degr^s. Le principe de ces 
constructions consiste a considerer Tequation proposee conunOs 
le resultat de relimination d*une inconnue entre deux ^qua« 
tions a deut inconnu^s \ ensorte que rinconnue de I'equation 
a r^soudre ^ etant regardee comme abscisse ^ les abscisses des 
intersections seront les racines de la proposee. Lorsqu'il ne ~ 
faut employer que le cercle et la ligne droite, la construction 
est dite gSom^trique '; elle est dite mScanique, lorsqu'on est 
oblige de recourir a des courbes que Ton ne peut construire 
^e par points. 

PrdbUme P\ Construire les racines de V^qnation complete 
du troisieme degre 

o;^ + px* + ^x + r = o. . V .(1); 

«i Tdn suppose 

aj* = /{y . . . . (2) , 

V etant une noiivelle indonnue et k une arbittaire> mais 
tonstante, Tequatioa (1) deviendra 

' kx^ +pky + ^x -H r = o, . . . (3) ; 

l*equation (1) peut done tee regardfe corame le resultat de * 
Telimination de y entre (a) et (3) ; la premiere represente une 
parabole , et la seconde ime hyperbole dont les asymptotes 
sont parallMes aux axes (46). Le coefficient k etant arbitraire ^ 
on pourra en disposer de maniere a obtenir les Courbes les 
plus ifaclles a construire , en observant cependant que k ne 
peut tee zero. Les abscisses des intersections de ces courbes 
seront les racines de la proposee. 

i Probl^me 11. Construire I'equation la plus generale do 
quatrieme degre 

X* -j- px* -f- i/x*+ rx + * = o. (1), 

la 
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on poseta encore 

^ = *y (a), 

et par b siiibstitatiQa de cette yaleur de :ir* dans (i)> on 
trouyera 

Ay + phxy 4- ^^ '^ rx + s z=z o,... .(3) , 

Equation qui sera a ime ellipse , a une parabole ou a line 
hyperbole > auivant quon aura 

P* — 4? < o > = <5 , > o. 

Si dans (3) on remplace x* par ky , on trouvera 

*y + pkxy -H flAy + ra: 4- J =r o (4).^ 

Equation a une hyperbole^ a moins qu'on ait p =ro, auqnel 
pas elle appartijcndrait k une parabok : or , on pent toujours 
faire cette hypotbese , parce qu*il est toujoiirs possible de £aive 
disparaitre le second terme d'une ^uation. £n supposant done 
p = o ^ Tequation (3) peut toujours ^tre ramenee a celle d'un 
cercle en prenant k*z=zq: on aurait alors 

y + x' + Lx+t=o .(5). 

equation qui peut se mettre sous la forme 

^nation d'un cercle dont le cpntre et le rayon sont connns. 
Done la resolution de la propos^e ne d^pendra qtie de la 
construction d*une parabole et d'un cercle. 

Nous n insisterons pas davantage sur ce genre de construe-^ 
tions actuellement plus curieuses qu'utiles : d'ailleurs , . le» 
m^tbodes numeriques pour la resolution des Equations ^ au 
point oil elles sont port^es auj6urd*bui , doivent ^tre emplbyees 
de preference , pfuroe qu*eUes donaent toQ)oui» une precision 
4 laquelle les operations graphiques ne peuyeiU; attduxcbo. 
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CHAPITRE X. 

Des equations du cercle , et de fudfoe^ pMpliAe^ 

de ceUe courbe^ 

93! !ljbi£NT(% 83} AX,^ AY den m^- reolali^iikdres 
Aoxquels on rapporte la position des points da cercle , 
X el y les oooirdonn^es" AP , PIMT d'in poinT qtileloonqne M, 
x'=sAJ^r^ ==FC celles diir centre G dooB^- de position : 
en d^igaant par r le rayon connn- daceideS ob^* pom^toiil 
point M de la circon£§rence< 

f*=^*+j5GW (MP — (*')•+ (AP — il6P')V 
et^ cons^qnemment f 

et en d^veloppant-, 

y -H x»-i ay^ — flj/x + y» -f a/*— jr«'= d; . . .(i), 

^qnatiofi qlii ifentrfe daos , r&jnation g^ir6rale du second 
degrS entre denx variables, sons les hypothecs A=C\ 
B = o(35). 

Soit o;^ = r ou CQ = C3l : Taxe des y touchera le cercle 
an poinf R, et r^qtiation (1) {Srendfa ceffe forme pliis simple-^ 

Si Ton suppose en m^nia^ tetti^ y itsff, c*eat'i--a-^e', 
CF=CR', Taxe AX sera aossi tan^t au cercle en &'^ et-on 
aura, pour Equation » 

^j+ «• — ajy— 'fine -Jrj*=»au . •^. 

19.. 
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*Mai8 si Faxe AT itant toujours tangent en R, I'axe AX 

passe par le centre , alors y = o , et I'iquation (a) prend la 

forme 

y + a:* — arx = o (4). 

Enfin^ si les deux axes passent par le centre^ on a en 
m^me temps x' = b , y = o , et Tequation ( i ) se reduit 
a cette forme tris-«iinple , 

y + a^ = r*.:....4..(5), 

qjOLi suppose Torigine des coordonnees au centre de la courbe. 
De r^quation generale du cercle 

j^ -J* ^ "h ^J' •+• 6x + c ss: o , • 

on d^dnit cette consequence , que par trois points non en tigne 
droite , on pent faire passer une circonfirence de cercle , et 
^on n*en peiU faire passer quune,. 

Eneffet^ en designant par x' et y\ x" et y''% of et y* 
les coordonnees de chacun de ces trois points , on a ces trois 
Equations de condition 

y».4- x'* -h ay + ftx' 4- c ==s o , 
ya-f. of^ + ay" 4- ix" 4- c =s: o , 
^••+ x*»+ aj'''4- Ax* + c = o > 

desquelles on ne peut conclure quun ^eul systeme de valenrs 
de a > 6 > c» . , , 

g4* Nous passerons a la solution de quelques questions. 

Probleme I. Vn point 4tant donnd de position a regard de 
deux axes perpendiculaires ent/eux, assignee le lieu des centres, 
de tous les cercles assujetis a passer par ce point , et d etre 
tangens d Tun des cLxes (^&g. 8^y 

Soient x', y' les coordonhees du point M donne , x et jr 
les coordonnees variables du centre, et r.le rayon : il ^*agit - 
4e trouyer 14 relation entrie x «t ^^.qui satitifi^t 4 T^nonce 
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Le cercle «n question a poor Equation 

et il s'a^t de d^temmier le rayon r , encore inoonaii , d^apAi 
Ja condition que le cercle toucke I'axe AY , ccndition Batia- 
faite par r = x : Tequation prec^dente devient done 

y^ — flj/y — aa/x -{• y* -f ^* = ^ • 

c*e8t-4-dire , celle d'une parabcJe Ken det centres des cercles 
qui jouissent de la propri^t6 6nonc^e. ' 

Lorsque Taxe des abscisses passe par le point donni , on 
a y=.b> et la demi^re Equation se simpliJEe et deyient 

y — flx'x + a/* =s o. 
Pour y = o , on a • ' ' 

X = — = A'S; 

•i done on suppose 



X 



X = - 4- X 5= A'S + SP^ 

a r 

on trouTera c^tte transfonn4e , 

quL suppose ToHgine an sommet de la parabote qui est en S. 

X 

Pour Xt= ^ ?=: SM ^ on a y sr ±: x^-: pmant . done 

MR= MR ,= x', les points R et R' seront a. la'parabole. 

; Probleme U. : Trauver le lieu des intersections si^eessUms 
d$ detLC dfi^ites ^ssMJ^Pies a passer-chacune par wi-poinf donnS^ 
et d se rencontrer sous un angle donnd et constant j^ fig^ 8& )• 

Pour simplifj^ ses'carculs ^ sans^alt^rer cependant la g^n^ 
ralit6 de la solution , faisons passer Vaxe des Ascisses par lea 
^eux p<^M)iip^dpi^»4A:«t Q,:^^ji*ax0 de». oidoimieif jm: W 
point A. L' Equation de AM sera > .i 



A 



et oelle d* CM; 

c' jitint I'abMUM ,ia point >€, iO^ngnant par n U tOngtol* 
4)g il^angle .dami AHC ,.on aueb 

a' — a 
4*0^ Ton tire 



deriendr* 



,.(3). 



Ainai an Men des den;! qgftptitia _« ^ a' variables avec lea 
poaitioDB dea denx droites , il ne rente pTus daiu les ^guatioiw 
(a) et (3) , qne la senle variable a' : il faut maintenant troD- 
Ter la relation vntfie -V* -ceordenn^es -do pmat d'interset^on 
H', ponr toutes les positions d« deux droits , sons la con- 
dition qne la tangeate m soit conatante ; c'eM ce qn'on c^ti^dt 
par relimioation de a' , entoB (a) et 0} , pnisqne , par cette 
*PuniQ^ti{>!i . on^t^el^ TOordonneesx et -y^ont les m^mes 
dans les denx ^qnations , et sont cons^quemment relalives ^ un 
^int eoBBKp atix-dour-cb^eai^ d'aill^n:g«n-midaiitieii^Bt(lF- 
tat indfpendant de,a'j on.l|e^ait-CQnventr ^ toutes 1^ va[epi> 
de cette quaWt^, et cocs^quemment k tontes les positions 
dea deux dmites; 'NoiM dsfveloppons ici ce prinoipe -oalcul , i 
cause des^ombreiues appiication* /qa'^ traavOa^^k sUitd. dm 
obtiem tiaoi T^qnatioi 



r + ' 



_^,_^ = 



-IjonqnB'j'ftiigte entre les (letsc Jignas est 4tt^, ffiis aOj et 

ion pr^cMente devient ' 
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oea deux jqu&tioiu sont celles d'nn sende , camiM on le 
sarait d'avance. 

ProbUme III. £tant donn^ tant de points qu'on voudra 
A', A", A", etc., trouver un paint M tel que la somme des 
carris de ses distances d ckacun dts points donnis , toil 
un cand doond, et trouver le lieu dts points teU qae H 
(fig. 86). 

Supposons , pour aimplifier les calculi , que l«s points donn^ 
soient au nombre de trois , restriction qni ne diminne en lien 
la gin^alit^ de la solution. D^signons par a/ et y , x' et y', 
X* et ^, X et y l«s coordonnes des poinb A', A',. AT et M. 
En notant par if la somme des carr^ des distances , oa 
aura requotion 

3 ' , .. 

Si pour simpliGer cMte eqaation , on fait 

on aura pour transform^ 

Y' + X' = R'. 

Ainsi le lieu des points M, est la oirconference ^nA cercle 
dont on connait le centre et le rayon. 

Th^oreme I. 7\ois cerclet indgaitx ^taiU daimSs de 'gra» 
deur et de position sur ua plan , si en les contidA-anl dmiub 
d deux , on leur mine une tangente extdrieure prolongie 
jusqu'd la ligne des deux centre*, hs trois points de renr- 
contre seront en ligne droite (Eg. 87 ). 

Hou3 prendrons le centre A pour origine des cot 
pour axe des absusses la ligne qui paaie par denx 
centres, par Aet G, par exemj^, laquelle rencoi: 
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les demc tang«ntes extMeures aux cercles A et C. R* et 
B' etant les points de rencontre avec lea lignea des centres BC 
et fiA de chaque aysteme de deux tangentes exterieiires aux 
cerc]es B et C , B et A , tout se reduit a faire Yoir que la 
ligne BlU." va passer par R. Posons , & cet effet, 

AB=rot BC,= B, AC=p, AR'^r, CR." = r, 

BAR = «, BCR= «'; 
V 
les coordonn^es des points R' et R', sayoir, 

AM' = — j/, M'R' = — y, AM'' = a:", WR'=~y, 

ct soient r, /, K'les rayons des cercles B, A et C. On sait 
que I'^quation de la droite R'R", assujetie k passer par lea 
points —j/ et — y, — a:" et-^y, est (chap. II )j 

Pour avoir I'abscisse da point R de rencontre de cette droits 
arec I'axe AX, on f«ra- y = o dans (i) , ce qui doimera ' 

^,:,,--,: .,-^...,:<.. . 

y±=fcosif,y=/'sin!(, x"=p-|-CM "' p fQo&»', y'^P&mt^i 
faisant ces substitutions dans (a),ontrouTe 

' ^if (sinn'cos* — sinrt cos *') +p/sin« ^ 

' = /.in.-i'int.' ™^ 

-Or-'si du centre B on abatsse la perpendiculaire BH inr la 
,l»sfa AC du triangle ABC', on aura 

flin*' m' m ' it * 

[pression (3) deviendm 

'--■• ^ ^^ ('F+'Pf m. 
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enobscrvantqne AH+CH=;j. MaisonaTu, en g^otn^e, 
que 

T-^r r — r 

done Vexpression (4) deyient 

et retranchant p de part et d'antre poiv 4Toir CR , on tronro 
CH = ^ C5).  

ce qui est effectiTenient la distance dn centn C au ptunt da 
concours de la li^e des centres AC et de la tangente XT' ; 
done, etc. Cette proposition a ete d^monUee dans les lUci- 
proques , par le aeu) aeconnt de la geometric. 

Supposons r' = t'', alora la distance AR est infinie; d'o& 
Ton conclut que la droite qni joint les centres des cerclea 
^gaux , est paramie a la droite RH' qni passe par les points 
de concours des tangentes aux cercles inegaux , consider£s 
deux a deux, proposition curieuse et qu'on pent d^montrer 
directement, 

Th^or^me II. Si aux trois mhnes cercles , prit datx d 
deux , on mine des tangentes altemes , comme tt', cts to»- 
gentes rencontrerant les lignes des centres en des points i', 
b'j c', et on a rej pn^i^tds, i". les points (i", a', R ; a', b', 
R'; c', b', B." sont en ligne droite : 3°. Us droites Aa', K»', 
Co' se croisent pn un point unique ( fig. 87 ). 

1°. n sufiira de d^ontrer la premiero propoaition a I'^gard 
des trois pciats c', d, R. 

Soient 3I , y les coordoonees de c', x'\ y celles de d 
rapport^es au point A comme origlne : on aura pour I'^qnatioo 
de la droite passant par les points 3f et y\ x' et y'^ 



- ^ — ^ ^(x — 



*'), 
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Pour avoir I'l^scisae da point daas Icqiiel cette droke cDi^^ 
Taxe AR , on fera yz=zo, et on trouyera . , . 

■^ = ^y_y"^ (0; 

or, dans le triangle Ac'rf, on a 

Ad = j;' =: Ac'. cos «t , , f/d =z y z=z Ac' sin tt , 

menons les rayons Bk, Aft' aux points de contact ft, ft'*, les 
triangles semblables AftV, Bc'ft donneront 

^"^ — 7+7 ' 

en conservant les denominations du th^or^me precedent; don^ 

« 

*• == jrqrp COS «, j,=~pp.»m«; 
^n trooye pareillement 

Soient, pour abreger, a'=--j---7 , a"=   . ^ : on aura 

x'=>fco3ei, y-m A^sinrt, x^'ssp-^- ^* COS at', ^''=A* sin et'^ 

» 

et la substitution de ces valeurs dans (i) dozme 

xV (sin « cos <c -^ sin « cos /) +pA'sin* 



X "^^^ " 



A'sin « — a" sin «' 



,„/ sin« >A . , sm « 

>- A'A^f 008 « <** -?~7 cos « ) 4- da' -: ; 

\ Sin * / ' '^ siQ » 



/ sm « (. 
^ c a''-i — > — a' 
sin« 

pC ha'^a'aQ 

A II— A m 

J 

en remplacant cos « , cos /, -: — ,, par leurs valeurs trouvee» 
^ sin* *^ 



dpoa ]p ihiaimjB piicidfnt. Qu'oa mnette dtos cette der- 
lU^ expressions pour h J^t ik" Jat^ valenn qo ces Ml)m*re« 

mhae ibsas^e' ^que celle iu point H dttas le th^oiime pr6« 
cedent, 

'2*^. Si Ton d^igne toufdnrs par i', y ies ooordonnees da 
point 4?^ par ar*, y cMea da point t/, par jr^ Tabscisse Aft^ , et 
piyr 07** et y^ 9elie$ da point B^ on aura pour equation 
de Cc', 



pour Equation de Aa', 

y- 

. pour ^cpjiatioii 4e' 9&'> 



X 



y^ — r^-^z^ (*— «^); 



on tire de ces Equations ces deux yalenrs de x , sayoir , 






a:'x"^' 



idontils'agitd^prourerr^^Iit^ : a cet eSTet, qx^ rempkoeradans 
Jp^seconds inembreji o^, y,~ x*, j^* parleuts yaleurs en >iy>l'^\sm^ 
PQ^ tfjjsinii'^ pos#, etp trouvees plus haut, op" quantity analor 

gue i'. Ac' , J>ar ' j'\ ' ji % ^* et y^ par m cos « etm sin «; puis ^ 

apr^s Ies reductions ^ on ^noncera a', a*^ sin « ^ cos « , sin «', 
cos My au moj^n des idistan'ees des centres et des rayons , et 
alors on reconnaitra ridentit^ des r^sttltati. ( 

Probl^me FV. Salt un polygohe rdgulier dun nombre n de 
cSt^sj on pftapose de louver ddni U plan de ce poly gone un 
pomtfel, que la somme des carrds de^ perpendicutaires abaisfies 
de ce. point sur Ies cdies du polygone, soit constants 



_3 
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I>^6igiK)m par C, , C^ , C3 . . . C„ les c6t& cons^cutifs Ai poly- 
^one r^gnlier; par le centre menocs aa c6t6 C, , par exemple; 
one parallel e que nous prendrons pour I'axe des abscisses , le 
centre etant Torigire des coordonn^es ; par le point donn^conce- 
Tons des paralleles aux cotes consecutifs Cj^ €«...€«, par^lleles 
ji^ue nous indiquerons par ^i ^ Cai C3. •• .r«)'€t par le centra 
des perpendiculaires a ces paralleles que nous d^signerons par 
^t> Pa> P3....P.. Si Tangle au centre da polygohe^ est a, 
angle qui est le m^me que celui de deux perpendiculaires 
menees du centre a deux cdtes consicutifs » les - aiigles ei^tre 
les perpendiculaires P, et Pa, P, et Ps, P, et P4, P, et P, 
seront a^ aa , 3a. . . . : or Tequation d'une droite^ etant (24) 

d = j( sin a -f* X cos«^ 

ou a represente Tangle entre la perpendiculaire d men^e de 
Torigine sur la droife et Taxe des abscisses, il fandra pour 
rapporter cet angle a Taxe des y , lequel est dirigie sniyaiat la 
perpendiculaire P, , r^mplacer ct par son complement ) et alors 
Teqnation ci-dessus devient 

a z=: y cos «6 + x sin ce ; 

af et y etant les coordonn^s des points cherChes' qui jo.uissent 
de la meme proprifte que le point cty. 

Maintenant pour avoir les expressions des perpendiculaires 
auccessiyes P/, Pa, P3...PB, menses du centre sur les paralMes 
^1 > ^t9 ^3'».t*ii> il faudra , dans T^qiiation pr^c^dente , changer ft 
cno, Qy aa,....([7i — i)a, denP„P^,Ps...P,,«t jtetydwa 
les coordonn^es x et ^ du ' point donn6 : ensorte que 

I • 

P^ r= jr, P« = ^ cosa-{-j?sina^ . 
P3 z=:y cos aa + X sin aa 



*"^ P„^, i^sj'CosCn— i)a+ X8in( 71 — i)a 

sont les plus courtes distances du centre aux paralleles r,^ 
Ca, etc. Maintenant il est clair qtfen d^signant par r la dls<« 



DV CERCLB. 1S9 

tance dn centre anxcdt^s dupolygone, les difft^rences r — P,, 
r — Pi, r— P3, etc. seront ]ei distances du point x, y k 
ces cdt^a, «t, d'aprex I'inoncf, on doit aToir 

(r_P>+(r^P0'-Kr-P3)*+- - . .+(r-P.)' = R'. ! . .(i). 

R £tant one ligne donnee. Or dans le developpement du pr»- 
mier menibre, le coefEcient de r* est n : celui de ary est 

— [1 + cosa + cosiM + COsaa -f-. .. .+ cos(n— t)a}; 

. celni de arx est 

— [sina + sin aa +. . . . + sin (/I — a] ; 

celni de^ est 

1 +C08*a + co8'fla+J.. .+ cos*(i»— i)a; 

celui de x^ est 

. sinaa + 3>n4<x+. ■•.+ sina(n— i)a; 

celui de x* eat 

sin'a + sin'aa +....+ sin'C"— Oo- 

D'abord il est facile do tradnire les coefficiena de ^ et d* 
X* en cosinus d'arcs multiples \ a cet affet , on partira de ces 
formules connues 

9cos*a= 1 + cosaa, asia*a:= 1 — cosaa; 
d'o4 

I -I- cos aa . 1 — cos aa 

cos a ^ — '■ , ain a ^  - p 

par ces snbstitntions les coefEciens de j* et de ar* deriendroi^ 
n , I -f" cos 3tf + cosjjo -I- .  .  + cos a (n ^ 1) a 
 3 "*" a 

n ' 1 +COB ag + co34g+- •■■+ co3a(tt— 1) 



1 



Si Von pose 

S =:sina-f*9UidA + sin3a ->h. •• .+ tiniur 

on aura 



81Q I jflsm - a 9in ( lacos - a 

sin^a sin^a 

Ces formules en j changeant ;» en n -— i et cons^quemment 
n + 1 en n , sefviront a ^vainer* les coefficiens de ^ry et de 
arx ^ et par les m^mes changemens et celui de a en 22a ^ idles 
donneront les ccef&ciens de j^% xy et a:'. 



n On • 

S = «itivii [ t~-f 'cot a -i|- CO* ^ -4-; . . . .4- cot ()t -- 1 )'«] 

-f- cos a [ sin a -f> sin a/i -4- ^ gin (n — i ) al 

Bs sin a ( S'— cos na ) + cos a ( S— sin na ), 

S' *■ I -f- cora [i 4- cof <rH* co* ad -♦* +cns fw-^i) aj 

— sin fl [ sin a -f- sin aa -f- ... .-f-sin (w— i) a] , 
iM t -f- costf (S'— cos na) ^ sin a ( S — sin AH }y 

c'«it-ll-dire, 

S = sin a ( S/— cos na ) 4- cosa ( S — sin na ) , 
S' •- 1 -f> cos a fS'^ cos na;— sin a ( S — sin na) , 

eqaations doot il s^agit de ti(er S et S'. La Mcpnde 4enne 

S^(i —cos a)==— S sina-f-i — costf cos lui -f- sin a sin jia , 
d*oii 

S' rasin*- J»— ^aSsin-acos-a-f- i — cos (n-f- i ) a ; 



or, 



done 



- co.(^H. i>*a I -CO. i±l±il2 =., «a. (^l±i) «, 
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^ JJe€gaaL&m (l) deyient doiiG 

nr^ — ar r-r y — ^ar— — r-P *- — x 



f ^ , sin/m cos(yt — i)g | ^^ siniMi8iii(yt — i)a 
"*" I 2**" asina /-'' "* ^ sin a ^ 

, € n sinmz cosTtk— - i)a 1 . ^. 
+ ^ ri^ ^ Jx» = R^...(3)- 



ly SIB'* - a-fo SID - a oot - a s= sm* ( — -— I « : 
' » a a V > / * 

.in. r^^% 

a 
Be la^ premiere , on dre facikment 

S' COS- a ^Ssin j a = ^ ^-- ^ "^ (a). 



sm- a 

2 



MoltipUant ( i ) par sin - a ^ et (a) par cos - a , tl ajontant, on obtient 



sin-> a 
a 

ct conseqnemmeot. 



fin I . 1 a cos - a 



I 
am- a 

a 



Pwiui calcnl ftaalogne, on obUeadrait 

smj-^j a sin - a 



sm- a 
a 
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Si Von pose 

S =sina4*9insa<4-sni3a ->h. •••+ siniur 

S'= 1 + cosa 4. cos fla -^ cos 3a +, . . • -{r coa^mi^ 

on aura 

Bin [ -— - tasm - a sm ( -^i— . kzcos - a 

^ • — • — :^r^ — "^"^ > "^^ ^^  ' » i)' ' ' — ' (*)• 

sinja sin 5 a 

Ces formules en y changeant nenn — 1 ct cons^quemment 
n + 1 en 71 , sefviront a 6va1n^r* les coefficiens de 2ry et de 
arx , et par les m^mes changemens et celui de a en 22a , idles 
donneront les coefiiciens de y% ay et x*. 



n On • 

S = «*ti\tf C f -f cos a -i#- CO* ^ -4-'. ... .4. cot (it-- 1 )•«] 

-h cos a [ sin a 4- tin a/i -4- 4- sin (n — 1 ) a] 

B3 sin a ( S'— cos na ) -f cos a ( S— sin na ), 

S' •■ I -f- cora [i 4. cosro^H* tof^ia-h +cos fw-^i) «] 

— sin fl [ sin a -f- sin aa -f* ... .-f-sin (n— i) «] , 
iM t -f. costf (S'— cos na) — sin a ( S — sin Jia }y 

c 

c'«it-&-dire, 

S = sin fl (S<— cos «fl ) -f- coffl ( S — sin na ) , 
S' -« 1 -f cos a fS'^ cos na;— sina ( S — sin na) , 

equations dont il s?«git de lifer S ct S'. La aecpnde 4enne 

S'Ci — cosa)=t — S sina-f-i— cosa cosim -f-sinasinna. 



d'oil 

or, 

done 



I ... 

Qitin*- ^«~>SuaIacotIaH-i— coi(n+i)a{ 
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^ JJeqcaAon (l) derient doiiG 

'"^~^'- S5|« y-^' nsis ^ 

, f n sxnna cos (n '•^ i)a 1 . _.. 

la flsma / ^ " 



^mmmt 



ct finfin 



ly Sin'* - a-Msio - a oot - ii.s= Aa* i I «; 

 » » » . V > / * 

sin* f I a 

2 » .1 ^ ^ 

a 

Be la^ premiere , on tire facikment 

/ cos - a »— S Sin - a = ^ '^ ^ ^ y 



S'cos-a^Ssin -a= ^ ^ "^ '«»»(a>. 



•in- a 

2 



Moltipliant ( i ) par sin - a , et (a) par cos - a , et ajoncant, on obtient 
^^,in(^)a[.mIasm(2±i)a,t,co«Iacos(^)a] 



. I 
sin-> a 

2 

ct consf^qnemmeot, 

(» + i\ n 
• I a cos - « 
o = ^ / a 

. I 

sin- a 
a 

Par on calcnl ftoalogac, on obtiendrait 

iin I . I a SID — 

\ a / a 



sm 



. I 

sin- a 

2 
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comme diam^tre, on decrit une circonference , i*, telle qui 
.est d^crUe swr ie ^4md ^uoe^ «er» ^r^immtre d Vtiiipse , -el 
la touchera aux deux extremiUs dere grand are : af*. la ser' 
•conde sera interieure , et touchera V ellipse aux deux extremiiSs 
du petit axe {fig. 89 ). . . 

Nous suppoiierons Taxe aA > iB. i*. La premiere circonfe- 
rence aura pour Equation 

Y* = A* — x», 

ensorte que Tequation de Tellipse etant 

y = ^(A--a-), 

on anra , pour la m^me abscisse , 

/ ~ 51 A^ ^ V _ R . 

yS — j^a> aou -5— ^. . 

et k cause de B < A, on conclqra ^ < Y ou PM < Pm z 
ainsi tous les points de cette circonftrence seront exterieurs 
4 Tellipse. a*, la seconde circonKrence , en prenant les^' pour 
abscisses , et consequemment les x pour ordonn^es , saita. 
pour equation 

X* = B* — y* ; 

et celle de I'ellipse resolue par rapport a x*, sera 

done , pour la m^me abscisse y ^ on aura 

X* A* . 

^ = gr> ^'^^ -3C > X, o« QN > Qn : 

ainsi les points de Tellipse seront exterieurs a la second© 

circonfi^Fence. 

» 

98. ProbUme P"^, Une ellipse ^tant trade sur un plan , 
tromer i*. les deux axes ; a^. le centre (Eg. 90 ). 
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1*. 11 rfsulte de Tequation de Tellipse rapportfe ftu Centre et 
«Mix axes , que , pour deux abscisses CP , CP' ^gales et de signes 
contralres, on a quatre*brdonnee^PM, Pm, P'M', Vir^ 6gales ct 
deux a deux de signes contraires : done CM=CM' = Cm' =Cm ; 
done la circonferenoe decrite du centre C avec un rayon 
^gale a la distmnce du centre a Tun des points M de Teilipse 
entre A et B, coupera la courbe en xjuatre points M, M', 
Jtf y m; ensorte que les perpendiculaires menees de C aux 
deux corde^ Mm» MM'^ etantprolong^es jusqn*a Tellipse , 8«roBt 
les axes cherches : 2^. cette question a ete r^solne (86). 

99. Theoreme III. Le produit des tangentes ttigonomitriques 

"des angles fails avec le grand ajce et dans le meme sens , 

par des cx>rdes menees des deux extr^tnites de eel axe, d tout 

' B* 
^poira de T ellipse^ est constant , et egal d jTa ( ^S* 90- 

La droite menee par A , a pour Equation 
la droite menfe par A' a pour ^quatiott 

ce et at' etant les tangentes trtgononietriques des ao^es MAX^ 
MA'X ; on tire de ces Equations 

X — A' a: + A • 

le produk de ces tangentes est 

x^ ^ A*' 

et il nest tel qu'autant que les deux 4rpite» s^ oonpent, 
puisque , dans la ninltiplication , on a regarde les cacsrdoBfle^ 
X et y de chaque droite, comme ^tant l^s memes, ensorte 
qu'elles ne sont plus relatives qu'a leur intersection. Mais ce 
^oint doit 6tre. sur la courbe; done ses coordbnriees dbiveat 

i3.. 
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Aatidfaire k son Equation 

-cons^quemment 

ce qni e^ la propri^t^ annoncee. En passant au cercle , B = A j' 
«t cette propri^te deyient 

«t*' -4- 1 r= o, 

 

ce qui anrionce qne, dans le cercle^ les cordes AM, A'M 
'•aont perpjsndiculaires Tune a Tautre, 

On conclut encore de la relation (i) que des deux angles 
•qu*on considere^ Tun est.aigu et I'antre obtus. 

ioo« Theoreme lY. Tout angle inscrit a t ellipse et qui 
^appuie sur le grand axe, est obtus. Tout angle inscrit d 
t ellipse et qui s^appuie sur le petit axe , est aigu (Gg. 922) • ' 

1^. Am A! ^tant nne demi-circonference d^crite sur le grand 
axe AA' d*une ellipse , Tangle AmAf est droit , et cons^quem-* 
ment Tangle AMA est obtus (97), 

. 2®. BnBf etant une demi-circonfereiice decrite sur le petit 
axe de T ellipse , Tangle BnB' est droit , et cons^quemment 
Tangle BNB^ est aigu {idem). 

101. Theoreme V.t **. Detous les angles iJiscrits d I ellipse et 
qui sappuient sur le grand axe, le plus grand est celui qui 
a son sommet a lextr^mitd du second axe. 2^. De tous les 
angles inscrits a V ellipse , et qui s^appuient sur le petit axe , 
ie plus petit est celui qui a son sommet a textrdmitS du grand 
£ute ; 3^. Cangle maximiun a pour supplSm^ent tangle Tnin^mm^ 

< fig- 93). 

!*• L'equation de la ligne AM, est 

'y = a(x — A), d'06 K ;= — ^-r = tang MAX; 
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celle de A'M est 

jy = «'(x + A), d'oi «' = — -^ = tang MA'X ; 

mais 

....» ,, tt — ±' X — A a;-4-A 
tang AMA' := tang V ^ — t- — -, = -2 » 

et , apr^a les rMnctions . 

aAv- 

'»6^ = y + J- A- - 

On a d^ja dit qne les lignes se conpent , et il rerte i expri- 
mer qu'ellea se conpent sur I'ellipse : a cet eSet on porten 
dans tang V la valenr day tiree de I'eqnatiion de I'ellipM 

y = 21 (A- -;..). 
«t on troBvera 

sAB 



tangV=- 



CA' 



-B->y/i 



Le signe — qui afTecte la tangente, demontre qne Tangle A'MA 
est obtns , ce que Ton savait d^ja par )e dieor^me IV : maia 
an plus grand de deux angles obtua , correspond Ta plus pelita 
tangente num^rique, Uquelle est donn^e par la plus grande' 
valenr du denominateur, c'est-n^-dire , par celte qni r^pond 
AX^o, abscbse pour laquelle 

aAB 

pour cette abscUse , le somnKt M tombe en B , ou a rertr^miti 
du petit axe. En effet, si I' on nine les deux conies AB^ 
A'fi, on a 

.».. ataneCBA 

tang; A'BA = —rrni: V 

° t — tang' CBA' 




»9» rmfuHrU 

maift taiigCBA=:':g> done 

 sA 

tat,gABA= A*=-Ar=T-' 

,Cetle expression ^t celle de la tangente entre les denx 
diametres conjngues eganx de Vellipse (G7) : d*ou on pent 
conclure qne les diametres conjuguds 4gauj: de Vellipse^ sont 
.respectivement paralUks aitoc cordes menees des deux eoctr^- 
miUs du grand ave a Fea^tremitS du petit* 

9^- £n ioutant la m^me analyse poiirla second ^ixe , nn 

trouy^ que 

_., sAB , . 

tePgY' = ;^^ _ j,. . •••(«) 

est la tangente da plus petit des aq^es k TeUipse qui s'appnient 
sur cet axe , et que ce plus petit angle est celui qui a %oa . 
sommet a Vextremite du g;rand axe. 

3^ Les deux tangentes (1) et (2) ne difFerant que pu- le 
fiigne y on en conclut que les deux angles sont suppUmens Tun 
de Tautre. 

^o^. Probleme II. Trouver F^qyifftion de la courbe dont la 
spmme des distances de chacun d^s points d deux points fixes 
donnas dans le plan de la courbe, soit constante et (igale a una 
lign^ donnde aA ( fig. g^)* 

Soient F et F' les deux points fixes donnas ; foignons ce^ 
points par nne droite qui sera Taxe des abscisses > et prenon» 
pour origine le milieu G de ]a distance FF'^; portons de 
chaque c6te de C des longueurs CA = CA' = A, et soient 
J^ c ei—c les abscisses des points F et F', x ti y ?e» 
oooydonnies €P , PM d'un point M dont la soimne des distaace^ 
FM = z , F'M = z\ satisfait a la condition enoncee. On a 

* + z' = flA. (1);. 



\ 
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niJus 

equations qui serviront a traduire z et z^ en x et y , Talenrs 
qu'on reportera dana (1).. De qoelqoe maai^« enfin qu*on ^li- 
mine z et z' entre ces trou equations , la resnltante exprimera 
une relation entre x , y et \e* doimees A et c. £q re- 
tranchant (5) de (2) , on obtient 

a'*— z^ = U' + *) (*' — a), = 4cx = aA (»'—«), 
d*apres (i)« On a done en m^me temps 

a'4-a==aA, x' — » = --r-, 
d*ou 

2i' = A + ^, 2; = A — ^....(4); 

reportant ces valeurs dans la somme des Equations (a) et (3) , 

aT'-f-z* = ay + ix + ey+^x — cy 

qa*on n'a pas employee , il yiendra 

A* (y*+ J?*) — c*j:» = A* ( A* — c*) . . . . (5). 

n est clair qu*]l peut exister sur Fax^ des y un point tel que 
B , sadsfaisant a Tenonce , piiisque , pour ce point , z= A, 
a cause de z z=zz : aussi pour x = o ^ Tequation (5) donne- 
t-elle 

Ay = A*(A*— c*), d'ou y=A*— c% 

ordonn^e r^elle que nous appellerons B : on a done 

c* = A* — B» (G); 

reportant cette determination dans T^quation (^), ontrouve, 
apres les reductions , 

. Ay + B»x» = A»B» if). 

Tons lea points de r«llipse^ent done tdb , que kt aemi^e in 
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leurs distances aux deux points F et F'^ est constamment egale 
au grand a^e 2A. Ces points qu*onnoininelesyoy6r:rde Fellipse, 
ont pour abscisses^ d*apres (6)^ 

c = ±, |/A-— B\...(8), 

eiisorte quMl n'existe de foyers que sur le grand axe. Sub^ti-- 
tiiant cette valeur de c dans les expressions (4)> on a 

, . , X i/A*— B* ^ X i/a^— B* * 

^ =A-f ' "^ ^ > *=A 1-_ ; 

ces distances z et 7! se nommeht rayons vecteurs. On obser-* 
vera que les valeurs de z et z' sont rationnelles au moyen de 
Tabscisse x ; c*est m^me d'apres cette condition que quelqnes 
auteurs ont determine les foyers. 

io3. Probleme III. Enoncerr equation deF ellipse au moyen 
du paramitre , ou de la double ordonn^e passant par le 
foyer. 

I^our trouver Tordoimde qui repond au foyer, on snp-^ 

posera 

a:=? A — c ::= A — |/A*~B* 

dans I'equatioa 

B* 

y = -^ (aAj:?— a?*), . 

qui est ccUe de Tellipse au sommet, et on trouvera 

B* 

:y = X = ^' 

troisieme proportionjielle au demi-gra^d axe et au demi-petit 
axe : ainsi , 

22.— ?!.. 

flA~A^* , 

cn a done ces Equations de Fellipse 
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104. Probleme IV. De la description de F ellipse ( Eg. 94 h 

1®. De run des foyers , et ayec ime distance plus petite qne 
le grand axe ^ ayant decrit un arc , on le coupera par un se- 
cond arc decrit de Tautre foyer , avec uh rayon egal a la 
portion restante du grand axe : tons les points obtenus de cette 
maniere appartiendront a I'ellipse , pnisque , pour chacun 
d'eux^ la somme des distances aux foyers sera egale au 
grand axe. 

hes grandes ellipses peuvent ^tre decrites par le mouve- 
ment continu d'un piquet ou d'un style qui tend un cordeaa 
^gal en longueur au grand axe^ et dont les ^xtr^mites sent 
iixees aux foyers > parce qu* encore la sonime des distances du 
point d^criyant aux deux foyers ^ est constante. 

a*. On pent employer le proc^de suirant , tr^s-commode dans 
la pratique, lorsqu'il s*agit de petites ellipses. On donna les 
deuxdemi-axes d*une ellipse, et cons^quemment leur diffifo'ence 
A'G (iig. 95 ) , en supposant A > B : ayant place , par exemple» 
les points A' et G en F et K, on les fera mouvoir de mani^ qu'ib 
restent constamment sur les c6t^ CB^, CA, et que le prolong- 
gementKMsoit = B ; alors le point M sera k Tellipse; Eneffet^ 

PM*= B»— (x — CK)*: 
or , les triangles semblables CFK, KPM donnent 

CK : FK :: kp : km , d'ou ck = (^~^)^ ^ 

€t par la substitution de la yaleur de CK dans celle de 
PM = J^, on obtient 

B* 

En rep^tant cette construction dans cbacun des quatre angles 
droits autour de C , on decrit les quatre quarts de Tellipse. 
S"*. La propriety suiyante donne lieu a la constmctioQ d*iiB 
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« 

instrumeiit fort simple , au moyen duqael on dkarit TelUpse 
d* on mouyement continu. 

Probleme Y . Soit une rdgle KG / si ton joint torigine A * 
d un point M , et qxion fosse glisser le point K de K ezt A , 
sur Faxe AX , le point G restant sur AY , le point M decrira 
la circonfirence BMC ; et vji point N de cette deoite , decrira 
une ellipse (fig. $6). 

Faisons MN = a\ prenons AM = MK=a , ce qui sappos© 
Tangle MAK = MKA : swent AP = X , PM = Y, A^=ix, 
pN=j^; on aura pour tons les poinls de la CMrconference 
decrite par M^ 

X» + Y* = a* 0): 

maia les tnangles semblable^ P^K>. MPK donneut 

Wp _ MP jf Y ' 

NK *^ MK ^^ 7+i ~ a • 
d'ou 

Y= -^ (2). 



Ob a aoesi ees ra]^erts 

KP _ AP _ Mtt X _ X— x 

KM ~ AM ~ MN ^^ a ~ a' * 
d'ou 

€tJC 

a — a ^ ^ 
Substitnant ces vaUurs de X et Y dans (i)^ dn trouye 

Si dans cette equation^ on fait ^^ = 0^ on aura I'abscrsse or 
du point, d'intersectipn de la courbe ayec Taxe AX ^ laqueU& 
9era 



«t poor X = o , on trouvera 

y = « + «' = A, 

parce que nous designons tou jours le demi-grand axe par A» 
et le demi-petit axe par B : on observera que , pour la realiti 
de B^ il faut qu on ait a' ^a^ ou MN ^ MK : on a done 

/■c\ A-f-B f A— »B y^^ 

[p) .... a ^= ' J a =2  .... \p) f 

et Tequation de la courbe enoncie en A et B j aera 

By + A*x» = A*B». 

n suit de la que si deux axes aA et sB d*une ellipse sont 
donnes , on dMuira de (5) et (6) les longueurs a et a ^ tellet 
que le point M d^crivant un arc de cercle , le point N d^crira 
Tellipse representee par Tequation. 

4<>. Aux extremit^s A et A' du grand axe (fig. 97) on ^le^ 
▼era les perpendiculaires AG = AF , A'L = A'F , F ^tant Tun 
des foyers \ par les points G et L ainsi determines , on m^nera 
LG qui r^ncontrera en R le prolongement du grand axe; par 
des points P , P , P , etc. , pris comme Ton youdra sur le grand 
axe y on eievera les perpendiculaires PD terminees k la droite 
RL ;.du point F^ oomme centre, avec cbaoune des lignes PD ;. 
oomme rayon, on decrira des arcs de cercle qui conperont 
les perpendiculaires PD en des points M qui seront a I'ellipse. 
£n eifet, Torigine des coordonnees itant an centre de Iji 
courbe , et les al?scisses des foyers F et F' etant -f- <? €t — c, 
les coordonnees du point G , sont 

et celles du point L sont 

0? = — A, j^:=A + c» 
ainsi Fequation de la droite RL assujetie a passer par les 



L.. 
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deux points G et L, sera 

ou^ apr^s les reductions, 

.ex 

expression d'une ordonn^e quelconque PD; et, pour la m^me 
abscisse a;, }a distance du foyer au point corres^ondant de 

I'elHpse y est 2 = A -— -r- (lofl) : ce qui d^montre la con^ 

truction. • » 

Mais si sur la tangente GA prolongee , on prend A/ = AX , 
et si sur le prolongement de LA' on prend AV r= AG , et 
<{n*on mSne Ig qui rencontre I'axe prolong^ en r^ il est ais^ 
de voir qu*au moyen du foyer F' et de la perpendiculaire Vd,, 
on acheyera Tellipse. 

II r^sulte encore de cetle construction que les points M et 77» 
eonta Tellipse. En effet, les droites G/ et gL sont 6gales et 
paralUIes *, ensorte que la figure /GLg- estun parallelogramme : 
deplus, a cause de AG=AF, A/= A'L= A'F, ona 

AG + A/ == AF -h A'F = AA' : 

diaque point M est ^loigne du foyer F d*ilne quantity PD y. 
et parce qu'il peut encor^ ^tre d^termin^ , en coupant cfaaque^ 
ligne PD par un arc de cercle d^crit de F', comme centre, 
ayec le prolongement Vd , comme rayon , on a  

MF + MF' = PD + Pd =: /G = AA' = fl A . 

On remarquera que les lignes RL, rl sont tangentes k 
l*ellipse aux extr^mites T et t des ordonn^es qui passent par 
les foyers. 

io5. Des Equations dela tangente et dela normahf et des^ 
expressions de la soutangente et de la sounormale de telUps^ 

(fig- 98). 
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SI dans les ^nations (i4) et (i6) et dans les expressions 
(i3), (i5) et (17) trouvees (8a), on fait N = B», M=A» 
a TeiFet de les faire conyenir a Fellipse de T^uation generala 

Ay + B*x* == A»B*, 

on tronyera i\ pour I'^quation de la tangente 

jr — y = — j^,ix — a/). .•.(1)5 

s®. ponr rdqnation de la normale 

y-y=%(^-^) (")•• 

9*. ponr Te^qpression de la tangente trigonom^triqae de I'angta 
cntre la tangente et I'axe 

4^ ponr resqnression de la soutangente 

A V* (A* — x'* ) 
soutang = -g^ = :^_-^ ^-..COf 

B* 
en rempla9ant y * par sa yaleur — (A* — a/*) tirie de T^ar 

tion de la courbe satisfaite par les coordonnees o/^ y . Le demi- 
grand axe C A est done une moyenne proportionnelle entre CP 
et CT. 

5*^, La soutangente poor le second axe , est pt qu*on obtien* 
dra par la comparaison des triangles semblablea tpS/i\ H'PT 
qui donnent 

pivr X pM' _ yaf* _ B« — y> 

^~ PT — A*— a<-~ y • 
6®. L*expression de la sounormale est 

•oiwonn r=:— -7--. . . .(5). 

A 



ao6 PROPRlETiS 

Si Ton r^duit Fequation de la tangente en multipliant par AH/^ 
«t si Ton remplace A*^'*4"B*x'* par A*B*, parce que le point 
^ s! i y est sur Teliipse ^ on aura cette equation de la tangente 

K^y'y 4- B*x'x tt: A»B*. . . . (G) 

tr^s-facile a retenir, en reniarquant qu*eUe deyientceUe de 

Tellipse , en y faisant y=zy\ x=i x\ 
Reprenons la soutangente. 



TP == 



k^ — 3d 



f% 



X 






cette ^expression etant independante du second axe , reste done 
la m^me pour B = A *, ainsi Tellipae et le cercle decrit sur son 
^ grand axe , ont ni^me soutangente pour une m^me abticisse. 
De \k results un procede fort simple pour mener une tangente a 
Tellipse par un point M' do^e sur cette courbe (fig. 98) •, on 
menera Tordonnee PM'. de ce point , prolong^e jusqu'a la ren- 
contre jie la circonference en m, et la tangente en m perpendi- 
culaire a Textremite du rayon Cm; joignant alors les points T 
et M', la droite TM' sera la tangente cherchee. 

£n partaat ^e Texpression (3) 

BV 



a = 



Ay 

on trouve a =r= 00 pour j/ = o ; I'ellipse tombe done en A et 
A' perpendiculairement sur le grand aXe , parce qu'en consi- 
derant la courbe comme un polygone d'une infinite de cbt^ 
dont cfaacun est infiniment petit , la tangente pent ^tre regardee 
comme le prolon^ment de Ton de oes ^Umens. Pour x' == O'^ 
le point de tangence est aTextremit^ du second axe, azsoy 
done la tangente. est parallele a Taxe.des ^abscisses. On pent 
mettre la valeur de a sous la forme 

— BV B ,^, 



A'^B 



V/(A»-x<0 A^^^_ 
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Or he' dioiinuant d6pub j/ = A jiisqu*a j/ = o ^ le denomi- 
nateur de a augmente , la fractioii dimintte , rinclmaisoii des 
el^mens correspondans de Tellipse sur I'axe des abscisses , ya 
done en diminuant depuis le sonmiet de la courbe jusqu'i 
Fextr^mite du second axe. On remarquera que la tangente a 
est negative pour de» ^^cisses x' potitiT^Sy et positive pour 
des abscisses x' negatives : ce qui doit ^tre puisque, dans le 
premier cas y les angles de la tangente avec le giand axe j sent 
obtus y tandis qne> dans le second > ils sent aigfis. 

On trouvera facilement que les cpordonn^es du point pour 
lequel a = i ^ soat 

A* R* 



x' = y = ±_.. 



lesquelles , pour le cercle et dans rhypotb^e A = i ^ de-* 

viennent 

1 

qui sont alors le cosinus et le sinus de Tangle de 5o*^. 
De I'expression (5) de la sbunormale 

PN — 

on deduit (fig. 98) 

R* A* — R* 

CN=xCP — PN = a/— ^x'=~^a:'....(8;; 

en observant que , dans la traduction de la difference CP — PN , 
on doit employer la valeur de la sounomiale , abstraction faite 
du signe qui la precede , puisque ce signe ne fait qu'indiquer 
ie sens dans lequel on doit porter cette sounormale , a partir 
du pied de T.ordonnee ^ sens toujours contraire a celui de 
Tabscisse x' qui se compte du centre de la courbe. Pour j/=Ay 
on a la plus grande valeur.de CN^ savoir 

^^-~X~- GA- CA/ ' 



/' 
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done 4 cause de CF < AC , on a CN < CP , ce qui montre 
que Textr^mit^ de la normale au point A , tombe entre le foyer 
etle centre ; et d'ailleurs, de Texpression dela sounormale (5), 
consid^r^e abstraction faite dn digne, on tire pour a/=: A^ 

la longueur AN est done egale a la moitie duparametre (io3)« 
Pour 0?' = o , on trouve CN = o : done , pour tous les 
points entre A et B, la normale coupe tou jours le grand 
axe entre le centre et un point situe k uue distance de cp 
centre, egale au demi-param^tre , point place entre le centfe 
et le foyer. 

io6. Probleme YI. Mener une tangenie d t ellipse en urt 
point donni sur la courbe (fig. 99). 

La droite menee par le centre et le point de tangence J^y^, 

a pour equation 

t 

et Tinclinaison de la tangente sur Taxe des abscisses ^ a pour 
taiigente 

B* x' 

mnltipliant Tune par Tautre les egalites (1) et (a) , on a 
cette relation 

B* 

mais on sait deja (99) qye les tangentes trigonometriques m , tf 
des angles de deuxcordes supplementaires telhes que AN, A'N> 
satisfont a la relation 

, _ _ B» 

done si la eorde a'n est pirallele au demi-diametre CM', 
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muquel cas «' = cl^ on aura y d*apres (3) et (4)^ « = a, et 
ia corde AN sera parall^le a la tangente M^T. 

De la r^ulte cette construction tres-simple pour mener one 
tangente a Tellipse , en un point donne : on minera le demi^ 
diamStre du point de tangence , puis de Fextr^mit^ du grand 
€Lxe , opposde au point de tangente , une corde paralUle a ce 
demi^iamitre , la corde suppUmentaire , et par le point de 
tangence une paraUile a cette demiire , laquelle sera la tan^ 
gente cherchie, 

Corollaire /. 5i Ton rapproche la relation (3) trouyee (64), 
des relations (3) et (4) obtenues plus haut, en observant que 
a, a'yM, J sont des tangentes y on en conclura que le conju- 
gue dd demi-diametre CM'^ est uije paralUle €N' a la tangente 
en M^ Ainsi, etant donne ttn diamtoe y ou saum trouver soa 
conjugu^. 

Corollaire IT. Mais si sur la Hgne CT = it.flA, comme 
grand axe^ et sur lem^me multiple n.aB du second axe^ on 
construit une ellipse ^ elle passera necessairement par M^, 
puisque > pour les cordes men6es de £! et T en M'^ on a 
la relation 

A- 

Si par le centre C de la seconde ellipse > on mene une pa- 
rallel CM" a CM', puis par M" une tangente M'T, le ^oint 
M^ sera sur une troisi^me ellipse ayant des axes proportion- 
nels a ceux de la seconde. Toutes les tangentes aux intersect 
tions consecutiyes de ces ellipses ^ sont paralleles. 

107. Nous ayons suppos^ , 1®. que si deux droites menees 
des extremites du grand axe de Tellipse , satisfont par leurs 
tangentes trigonometriques a la relation 

cut ^^ *~~ — a. 

A*' 

•lies se couperont en un point de Tellipse ; 12^. que si Ton a 

B» 
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a' ^tant la tangente de I'angle fait avec 1e grand axe par l* 
demi-diam^trff men^ an point de tangence , a sera celle da 
finclinaison dela tangente sur le m^me axe. 
i". L'ik|uadon de t'one des droites 6tant 

et oelle de I'autrs, 

jy = -'(» + A) = - 5.^.1(1+ A), 

a cause de «'s3— — ,-, leur prodnit donuera 

y = j^.(A'-i'): 

^Hc- let coordonn^es de I'intersection des denx (froltes sali»- 
font a I'^quation de I'ellipse, et consfiquemment , cette inter- 
sectioa iera sur la courbe. 
a". On a 

/ ,, . B" I B' x' 

X A* a A' _y ' 

el conaeqtiemment , I'^quation de }a droite aasujitie i pauer 
le point de tangence x' , y'\ et a faire avec I'axe dea 
iasea ua angle dont la tangente soit := a , sera 

ipr^s U redaction, 

Ay'+ BV' = K*yy + B'yx = A*B', 
Ltion de la tangente an point a/, y (io5), en observant 
ilus qne le poiirt a:', y' est sur la courbe. 
)8. Probleme VII. Mnoncer tetjuatian de Tellipse au 
en des coordonn^es polaires (fig. ioo). 
ux donnees d'une abscjsse et de I'ordonn^e correspo&' 
e , on pent anbstituer celles d'lui rayon vecteur et da 
;le qa'il fait avec une parall^le a I'axe des abscisses , 
^e par le p6le fixe de ces rayons. 



l^£C*EtU^f£. All 

Soient p et q les coordonnees CD, DE do p6le % d^ 

rayons yecteurs £M ^ p T^gle de EM arec iine parallele Ea 

a Faxe A A', j^^a^CP, y:=:^ PM, les coordonnees rectangalairea 

4lu point M : on a (nmye [chap. H] , (a6) > ces relations 

a:=:p + zcos^, ^s^^ + asin^; 

ces valeurs pott^ dans Tequation de la conrbe 

Ay 4. B^x^ = A*B« 



ndonnent 



A*8in*^ 
4- B*cos*f 



zz -f* d^A'sin^ 

•4- <pB' C09 f 



.(I). 



z + 9* A* 

— A*B« 

Les hypotheses p = o, ^ = o p<Htent le p6le £ au centre G 
de la courbe, et donnent 

AB 

~ V/ A* 8ln» f+ B~^Cos»^ ' 

expression qu*on pent conclure- de celles qni ont iti trouy^ct 
(G3). Pour A = B , on trpuye a = A pour toutes les yaleurs 
de ^ , ce qui doit arriyer , parce qu'alors Tellipse se change " 
dans un cercle. 

On obserye qu'en ^galant a z^ro le terme tout connu do 
Tequation (1) , on porte le pdle sur Fnn des points de I'ellipse, 
puisque ce terme tout conaa n'est que T^quation de I'ellipse^ 
en J changeant or en p et y en ^. Si de plus on dit que les 
deux yaleur3 correspondantes de z sont nuUes , le rayon yecteur 
sera tangent a la courbe > et la yaleur coire^ioiidaate de p 
sera celle d une tangente ayec Taxe > en un point p ^ ^ de la 
couxbe. Oa trouye ainsi 

en changeant p en 0/ et q en y : cest eu eSet Texprjes^ion 
(3) trouyee (io5). 

Si dans ( 1) on fait <?=o, p=c= V^A* — B% ce qui 
reyient a porter le p6le i Tun des foyers F , on trouye , apr^ 

i4" 



SI a raoFRi^T^ 

lea reductions , 

Az = ±. ( cz cos ^ — B') , 
(Toi^ Ton Tire , k cause dn double slgne , 



A — c cos f ' A + c C03 ip * 

or comme c^ est ^ A « et cos 9 <C i , la premiere valeur de s 
est touJDurs negative et se rapporte 4 la demi-«liipse i^^ 
rieure A'B'A , tandis que la secoude se rapporte a la demi- 
ellipse supSrieure. 

Onobserrera (jue, pour les^eursdef ,depuis f =o jusqa'a 
jp=!r,'le rayoo vecteur 



A + c cos f 

6oiine la demi-ellipse sup^rieore. On nomine excentricUd I« 
-distance c du centre an foyer de I'elUpie. 
£oroliaire I. Si dans I'expression 

ex . 

(los) , on remplace x par sa ralenr c^x cot p j^ 
Stant aufoyer F, on trouvera 

_^ A(i-«-) 
1 + ecos f* 

isentant, pour abr^ger , -^ par e. 

laire JI. Menons par le foyer F (Eg. lOo} et sous rat 
uelconque 9 avec le grand axe , une droite aa', et soit u 
entre le rayon vecteur FM et ao', on aura f = u — fl ; 
la substitution de cette valeur de ^ dans I'expressioB 
oroUaire I) , on trouvera 

1 _ i-f-ecQ3(u— fl) 

»■" A(i — tf*) * 



log. T&forime YI. Le lieu des extrinutis dks soutangenies 
polaires de F ellipse, est une ligne droite perpendiculaire au 
grand axe (fig. loi^). 

F ^ant un foyer de Tellipde , at par F on m^ne une per- 
^ pendiculaire Fr au rayon vecteur FM^^ et une tangente en ce 
pieint jusqu*a la rencontre en r, la ligne Fr est ta sontangente 
polaire de TeUipse. 

A En prenant Tori^ne an centre C de la conrbe, et d^signant 
par afy j/ les ooordonn^ du^ point de tangence M', on a 
pour equation de FM' 

FequatRm* de la droite menee par F perpendicuTairement k 
FM'j est done 

j' = ^-7^cx-c) <». 

. pour avoir les coordonnees du point de rencontre de Fr aree 
la tangente MV> il faut porter la yaleur y tir^e de (i) dau»> 
r^quation de 1^ tangente a Tellipse 

Ayy + Vocfx = A^B* (a):-.: 

apr^s cette substitution et les reductions^ on trouTt 

A* A» 

a: = eR=- = -7:4= (3)^ 

c ^/A*—B» 

expression independante des coordonnees du point M'^ et de 
laquelle on conclut que Tabscisse du point r, est independante 
de hi position du^ point de tangence M^^ ensorte que le lieir 
des points r, pour touted les positions.de TSlHy est la droite SR 
perpendiculaire au grand axe et fixie de position par TabsaM^^ 
CE.. Poux porter Torig^ne au foyer F , il faut faire 

X ^=z c *^ X, d'ou X = a; — c T- 
done 

A* B* 



J 



ct ea Utrodnisant 1« par&m^tre pys: -^ , on tmnr* 



Cette propri^t4 que }e n'ai vue deraontr^ qin dam le f^viH 
de Catcul differentiel de M. Dubourguet , j est d^nito 
d'une ualyae que noua n'ftvChis pti employer ict , ct (L }(UiAd1o 
j'ai substitu^ \i pr^c^dente xpi est trlfl-simple : ells • lie» , 
comme nous le verrona , dans fbyperbole et dam U piU>a-" 
bole. Nous appellerom la ligne SH directrice de I'elJipse. 

no. Tb^or^me VU. Les dewc rayons vecteurs menis au 
point de tangence , font aved la partie <fe c6tte tangents , 
situde du Tn^me c6ti , des angles igaux (fig. lOs). 

En d^sigoant toujours par c rabst^sse du foyer, par j/, y' 
les coordonn^es du point M' de tangence , et par • , a et Y 
lea tangeates des angles M'FX, M'TX , FM'T, on sait que 

et V = °— = AV+By— B'cy' , 

1 + a« Vc^-' — (A.* — B'J cry * 
uiaia le pofait M' ^taiit sur Teltipse , ob a 

A»y 4- B'x'* = A*B% 
et d'ailleuri, < 

c* = A' — B»; 
dctte 

;^_ A'B'— p'cj ^ _ B-(A'^cj') _ y 

* — A*cy— e-Vj^ ~ c/CA'— ci/) c/ '■'■'• 

Or en pdssant du foyer F au foyer f, et chercbant a calcuW 
^a tangente V de Tangle F'M'T , il ne peut y avoir de dHfe- 

dans le sign* de c qui devient ^ c ^ ainsi en cbau- 

i.(i) c iBn • — c , on a 

r = -|...;(o. 



Ces deuxtangentes Y et V ^tant ^gales et designes contraires^ 

Us angles FM'T, F'M'T sont supplemens I'lm de Tautre : oa 

a done 

FMT + F'MT = »; ' 

mais d^ailleiors 

F'M'T + 1^'M't = w I 

doivJ FM'TsrM^ 

CoroUaire P'. Zia normaie M1$f <2iyiff6 es Jeurpariies ^gale$ 
tangle F'M'F ck^ deuoc rayons vect0urs. 

CoroUaire IL De cette propriete on dediiit one constmctioA 
£rapbi<pie tr^siinpk pour mener uue tangente d telUpse^ 
1^ par lui point donne sur ceUe courbe, ^^.par un paint 
exMrieur. 

1°. On menera ( fig. io3) les rayons recrtenrs F'Af , FM' a* 
point M^ de tangence^ op prolongera le pins grand F'M' d'nne 
quantity M'K = FM' ; joignant K et F , la figne MT perpea- 
dicnlaire aFK, aera la tan§Biite ohercbee. 
• En effet , Tangle FM'T = TM'K = tM'F' ; on est done r»- 
men^ ^ Tegalit^ des angles de chacun des rayona vecteura ayee 
les portions M'T ^ Wt de la droite i1 qoi est oons^qvenmest 
tangente en M^ 

On pent encore s'assurer que la droite tT ainsi d^ti^niiinea 
n*a que le point M' commua aree la conrbe ; caf pour toot 
autre point t de cette ligne^ anssi pris qa'on Youdra de 1A\ <mi 

a tOUJOUTB 

F'r4.iR>rK>F'M' + M'F>flA; 

done le point t ne pent toe sur Tellipse^ et fl ne pent toe 
interieior a la courbe. 

a*. Soit ^ ( fig. io4 ) le point cbiqiiel on doit mener nne tan- 
gente a I'ellipse. Du point F', comme centre , avec un rayon 
^gal an grand axe aA, on decriraunarcde cercle; du point 
donne /, comme centre ^ arecun rayon ^gal a^^ on^decrira 
nil autre arc de cercle qui conpera le premier en K; menant 
F'K, le point M^ dlntersection sera celui de tangence^ et 
joignant M' et f^ la droite Vi!t sera la tang^te den^andee* 
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En efFet^ d'apris la construction^ fF = ^K; de pItiA 

F'M'+M'K = aA, FTVI'+M'F=2A; done M'K=MT; 

consequemment les points t et M^ sont a des distances egales 
tF et tK , M'F et M'K des points F et K ; la ligne fM' est don6 
perpendiculaire sur le milieu de FR , et les angles FM'T , 
F'M^t sont ^gaux *, done la drpite tMf est tangente. Cette cons- 
truction n'exige pas que Tellipse soit tracee , mais seulement 
qu on ait ses axes. On observera que les arcs decrits des points F 
et t se coupent en un autre point K' qui ^ joint a F', donne un 
second point M" de tangence^ et unesecondetangente tM'T^. 
fVoyezles solutiom (84)]. 

II serait necessaire et facile de prouver que , pour tout point ^ 
8itu6 soit interieurement, soit ext^rieurem^nt a Fellipse, la 
aomme des distances aux foyers est plu3 petite ou plus grande 
que le grand axe. 

Corollaire IIL On sait qu un corps ^lastique qui vient 
frapper un plan dans une direction oblique, se reflechit, en 
faisant Tangle de reflexion > egal a celui d'incidence ; et que 
les rayons lumineux ^ sonores et calorifiques^ sont composes de 
corpuscules elastiques. Done si Ton suppose que Tun de ces 
rayons .parte de Fun des foyers de Tellipse j et vienne frapper 
un point de cette courbe , ou la tangente en ce point , il ira 
fie r^flechir a Fautre foyer ; ensorte que si Tun de ces foyers 
est le centre d*un faisceau de rayons lumineux^ sonores ou - 
calorifiques, tons ipeux qui iront frapper les points de Tellipse , 
^e reuniront a Tautre foyer : c*est de cette belle propri^te que 
les foyers ont tire leur nom* 

 

111. Probleme VIII. Si Von mine d tous les points tTujie 
ellipse des tangentes , etquedeTun des foyers on abaisse.une 
, perpendiculaire sur chacune delles ^ on propose de trouver 
le lieu des pieds de ces perpendiculaires, 

li'equation de la tangente en un point x\ y de I'ellipse , est 
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requadon de la perpendiculaire men^e dn foyer snr la tan«* 
gente^ est 

^liminant x\ y' an moyen de ces Equations et de celle de 
Tellipse rapportee au point a/, y^ on obtient cette relation 

(y + o:*— ex)* — A*(x*— acx + c*) — By= o, 

qui reyient a la sulyante , 

Jf4 + ( 2X* 2CX — B*) j^ 

+ ( X* — flcx^ — B'x* + a AVx — A V ) = o , 

ou a celle-cij 
y4-(ax*— 2CX — B*)y+(x*— A*)(x— cy = o: 

en resolvant cette Equation par rapport a y^y on trouve que 
la quantite sous le radical > est le carre de ucx -^ B*-— a A* ; 
d'oili Ton conclut 

_^ /r— ax*+acx+ B*±(3cx4.B*— aA*)n . 

>'==^v/L H j> 

c'est-a-dire ^ en tenant conipte du double signe sous le radical^ 

y := ± |/[ — flx*+ 4cx — 2C*3 ^ 

J' = ±1 V^— x* + AS 
auxquelles repondent ces equations 

i 

y 4- (^ — c)"* = o > y* + x» = A», ' 

f 

dont la premiere donne le foyer , et la seconde represente un 
cercle decrit du. centre de TeUipse avec le demi-grand axe 
pour rayon : ce cercle est le lieu des points cherches ; et^eu 
cfFet , nous trouverons ( ii5) que les pieds des perpendicu- 
laires abaisses des foyers sur une tangente en un point quel-^ 
conque de Tellipse , aont sur la circonRrence du cercle 
circonscrite a Fellipse ; Tautre facteur y* + (x— c)* = o, 
rend Tbypothese que les perpendiculaires sont men^s dm 
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ioyetj et le Ajrgteiae dea deux eqofttioiis domle les coortbo^ 

neea des deux extr^mites de chaque perpendiculaire. 

iifl. Theor^me VIH. Letedtangle deTordonniedu point det 
tnngence par Fordonnde de la tangente (jui jHisse pur Im 
centre ds I'ellipse, est igal au carr4 du demir-secwid axm 
(fig. io5). 

On a trouv^ (io5), tp = — ' .^ ; consequemment^ 

y 

= ~y '^ y y* 

de la on d^uit 

?^ X / = C* X P'M' = B*. 

y 

11?. Theoreme IX. Le rectangle de la normale par kg 
perpendiculaire men^e du centre sur la tangente , est 4gal am 
carre du demi-second axe ( fig. io5 ). ^ 

Menant la normale M^N , et la perpendiculaire CQ sur la 
tangente, les triangles rectangles F'M'H , QCt semUables y, 
donneront la proportion 

M'P' : M'N:tCQ : O; 

or ( 112) 

M'P' X Ct = B*; 

done aussi , 

M'N X CQ= B^ 

114. Theoreme X. I^ rectangle des perpendiciilaires aujp 
extrimit^sdu grand ajse , proloi^ises jusqud la tangente, est 
4gal au carr6 de Fordonnee {Bg. io5). 

En remplajant x par + ^ et par — A dans Tequation de 
la tangente ,* les [ordonnees y correspondantes sont Am, A'm' 
dont 1« produit est =:B*.' 

* 

11 5. Theoreme XI. Le produit des perpendiculaires FH^ 
F'H', menees de chacun des foyers ^ V ellipse sur une Utn** 
0ente a cette cvurbe , est constant et dgal au :carr4 du demi^ 
second axe. 



ISgub iimaMreteoB cette pro^iliDn pv I'ttialytd tt paf 
la gikamitrve* 

^i*". News avoM titoirt* {t}mp. U, probl. V) cette eocpressloii 
de la plus courte dktatice d*iin point doffing k n^e droite d(nmi# 



D da: ^ 



"^ ox'— b 






«*i d^ignUnt pat x^^ j^* les coordotm^es An point domrf. 
Ici la droite donirfe ^tant la tangente, an point iS^ dont let 
ooordonn^es soiit x', ^, on a 

B* x' 

«t b comme ordonn^e CB. (fig. 106) de la tangente an point x=:o, 
est 1^ y !(u*on obtient Bn £usa9t a: s^ O dans r<^qMtioA de la 
tangente 

d'ailleurs pour le foyer F , ^* = o , x''^=^c y et pottr fc 

foyer F', y"'=z o , jc"=2: — c : done 

BW B* 



v/ 



1 + 



B^ji/^ 



KA*y* + B*a/» 



Ay 
BVx' B» 



V'+A57i 



et cons^quenuhent ^ 

FH X FTtt' = B». 

a®. Soit decrit (fig. i07)sur le grand axe AA' de rellipse; 
^B^e dio^Qietre^ lime cii?conference A^A! s je db quecehe cir- 
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PROPRIETES 



conference passe par les points H et H'^ ce qui rey lent a prontet 
que G ^tant le milieu du grand axe ^ les lignes GH , CHl sont 
egales entr*elles. Soit prolonge le rayon yectenr .FM' jusqu'a 
la rencontre en R^ de la perpendiculaire F'H'. Le triangle 
R'M'H' est ^gal au triangle HT'M', a cause de Tangle R'MH' 
= H'M'F', d'un angle droit dans chaque triangle , et du c6te 
commun MTBL'; done MTl.'=:M'F', et ajoutant de part et 
d autre M'F, oh aura FR' = sA. Or la ligne H'C diyisaiU: le^ 
cdtes F'F et FH' en parties egales, est la moitie de FR' i,dbnc 
H'C = A : on demontrerait de la m^me mani^re que CH = A. 
Done, etc. Cela pos6 , si Ton prolonge la ligne HC jusqu'a 
la rencontre de la circonference en A , et qu on mene F'fc > 
les triangles PHC, F'AC seront egaux, a cause de CF=CF', 
CH = Cft , et de Tangle HCF = ^CF' ; done F'& est egale et 
parallele a FH; et comme F^H' est aussi parallele a FH, il 
s'ensmt que la ligne H'F'fc est droite. Les deux cordes A'A ^ 
H'A qui se coupent dans iin cercle , donnent 

HT' X F'i = A'P' X F*A = H't X FH ; 

mais 

A'F' X rA= (A — c)(A + c) = A»— c* = B»; 

done, etc. v 

• Coroliaire. Les triangles FM^H, FTVITH' sont semblables ^ 
a cause des angles egaux que lea rayons yecteurs font avecr 
la tangente (no) et d*un angle droit de part et d'autre y et ce* 
triangles donnent 

FH : F'H':: fm: : f'm'^ 

mais F'H' = ==7-, done 

FH 



fTUtf 



FH*: B» :: fm' : f'm 

propriete utile dans Tastronomie. 

11 6, Probleme YIII. Etant donnes les axes dTune ellipswj, 
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trom^er un systkme de diamitres conjugu^s faisant entr*eua: 
un angle donn^ (Eg. io8)* 

On decrira snr le grand axe , un arc de cercle capable 4^^ 
(angle donne , par le point ou cet arc coupera Tellipse y on 
menera aux deux extrejnited du grand axe^ deux cordes > 
le^quelies ^ ainsi qu'oa I'a d^montre (106) y seront respective* 
ment paralleles anx diamitres- cherch^s* Get angle entre lea 
diametres conjugues est done toujours obtus^ comme egal 
' a un angle inscrit qui s^appuie sur le ^and axe (100) , et le 
probUme n'est possible que dans ce cas. Nous allons traduire 
cette construction en analyse. 

Soient LAX Tangle entre les deux diametres y R la 
ce^tre9 RA le rayon de la circonference AdnbnfcA' capable 
de Tapgle donne , AxfnBnfcA Tellipse y U tme tangente.ea 
A a . la circonference. Desjgnant tang LAX par a ^ on aura 
pour Equation de LI, 

j^ = a(x — A); 
Tequatibn de la perpendiculaire AR a AL , sera 

jf==— i(a:— A) (1) ; 

I'ordonnee CR du point R ou cette ligne coupe le second 
axe y point qui est le centre de la circonference cherchee 
ayant AR pour rayon y 8*obtient en faisant a; = o dans (1) > 
ce qui donne 

r^quation du cercle decrit du centre R ayec le rayon AR> 
estrone 



( 



A\» — » A* 

^-7) + ** = ^ = ^' + ^* 



et , apres les reductions ; 



y-^j' + *' = A'....(3). 




II s'agit de trouver les coordoimees des intetsectioiis de c^ 
cercle avec Tellipse 

Ay + B*x» == A"B» (4). 

A cet effet, nous prendrons la yaleur de of dam (3) pour I4 
9iib»titiier daas (4) ^ deyiendra 

(A»— B')j^+??J^y=o (5); 

d*o& Ee^ttltent €e& deiix yaiewis de j^ > 

}a ^-emi^e tadiqae que le oensle eoupe le grand axe aax 
f!xttimjtis A et A' : les abscisses correspandaates a laseconde 
{ralsur de y , soot fournies par I'l^puitioa 

a^ (A* — B»)»a;* = A» [a»(A*— B*)* — 4B»A*] , 

qui resulte de la substitution de la yaleur (7) de y daua 
(4)> on en diduit 

^ A {/n^ ( A* — B*)* — 4B*A» 
* a(A»— B») 

poor que ees abscisses soient r^elles ; il faut qu'on Ait 

condition satisfaite par 

 jiBA '> 2BA 

^>A^zrF' ^^-FZTb^^ . 

Ainsi les limites de Tangle sont (loi) Tangle a TextrJniit6 Ail 
grand axe et qui fi'appuie ^r le petit , et Tanjlf k Texti'e- 
mit^ dn petit atx,e , et qui s'appuie sur le grand. D ailleurs , 
les deux intersections n , et nf r!§soly«nt pareillem^nt la 
question. 

• < * . > 

1 1 7< Th^of^me XII. Si dans TeUipae , jdiv mdht des extrdmitd* 



DE l'eLIIPRE. 995 

3li' et a de deux diam^tres conjugu^s CM*, CN desperptndir- 

eu/aires au grand axe , les trituiglet CM'P , CNp seront iqui^ 
 vaUns (%. log). 

On sait que le diam^tre riS «st paralUle 4 ]a tai^ente (T 

men^e a la courbe par I'extremite M' du cosjugue : ainM 
, les triangles PTM' et pCN seront semblablea et donneront 

la proponion 

Mv : pS :: pt': ^':: ^^—^^^i v*, 

V denigsaat I'aluGisse Qr : rempla^a&t M'P et pN par leon 
▼alenrs -rj C-A* — ■^Oi TiC'*'* — *^)» °^ trouyera, aperies 
. r^ductiont , 

A- — a^» : a;^ :: V : A' — v*, 

d'oi Ton tiro , 





A» 


: i' 


:; A- 


: A' — v': 


done 














i" 


= A- 


— «», 


c'est-i-dire 










doBC nam 


5'= 


"CA 


-V 


= \'pXip 






v» 


= A" 


— I", 


c'M-i-dire 











Q) = CA -r- CP = AT X PA. 

Cotuequomment , 

cp' : pN* ;; g) : pm'* , d'oi CP x PM' = (^ x pV. 

1 18. Th4oiiiii« Xm. Un dani diamitre est moyeti propor-' 
tionael entre ks deux portioiK dt la tangente qui lui est 
 paraliele, comprises entre le point de tangence et les deux axts 
Viffisammta*fioio»g^i^- io9}> 
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Cette tangeate tM'T 4 rexlremite M' du diam^tre CW, 
£tant one parallele a son coitjagii^ , lea triangles PTM', pCH 
•out semblables, et lis donnent cette proportion ^ 

MTT* : "^' :: aire TPM' ; aire CpN 
;: aire TPM' : aire CPM' 

:; TP X PM" : cp X PM' :: tp : cp 
:: TM' : M't; 

done 

Cn'=. M'T X M'(. 

Coroliaire I, Le prolongement M'l du preimer diam4tre 
CM' jusqu'a la circonference decrite sur tT comme diametre, 
est line troisieme proportionnelle au!x demi-diam^tres CM', CN ; 
en e^et , a cause de Tangle droit ICT , la circonference tVS  
ira passer par le centre C , et on aura 

CM'xM'I=MTxM'(=:CN'i d'ou M'I=:^. 

CM 

Coroliaire II. II est maintenant facile de decrire 1'ellipse ," 
connaissant lea demi-diametres cdnjugues CM', CN et leur 
angle M'CN. A cct efFet, on prolongera CM' d'lme longueur 

M'l 4gale 4 la troisi^e proportionnelle -pirr • on menera par 
M' Tine droite ind^finje Tt parallele a CN, par le milieu de CI 
Une perpendicnlaire a c^e droite qui coupera Tl en ua point , 
et de ce point comme centre , avec la distance du m^me 
point au point C , on decrira la demi-circonf^rence qui cou- 
pera la parallele en T et t ou les axes proloiig^s doivent 
la rencontrer : joignant T et C , t et C , menant la perpen-, 
' diculaire M'P, et prenant une moj^eune proportionnelle CA 

entre CP cz: x' et CT= — 7 , on aura la longueiu: de I'lm des demn 
aioa . et on d^terminera celle de I'autre de la m^me mani^re. 
L'^quation de I'ellipse rapportee k des diametres con- 
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Jugu^s / et celle de la droite rapportee a ces diametres comiue 
axes J etaat exactement de meme forme que celles de la m^me 
courbe et de la m^me droite rapportees i des axes rectangulaires 
66 coupant au centre , on aura cette propriete analogue a celle 
trouyee (qq), savoir : 

** ~ """ T7a •••••• (.1 J , 

en obsqrvant que a, «' designent (17) les rapports . ^ r , 

-: — r^ — TT, y et O'' les angles avec le diametre aA' de 
sin(^ — 7 ) 

chacune des cordes supplementaires menses des deux cxtre- 

mit^s du diametre qa a un point de Tellipse, et C Tangle 

entre les diametres a A' et sB'. 

120. L*6quation de la tangente rapportee aux diametres 
conjugues^ aA', aB', sera toujours 

et en d^signant —, — 7-5 par a , « ^tant Tangle de la tan- 

° sm(^ — £») ^ ° 

gente avec le diametre a A', on aura toujourscomme au n® io5, 

B'- x' ,. 

pareillement T^quation d'une droite men^e du centre au point 
de tangence x\ y\ donnera - 



«' = ^, (3), 



sin w' 



d repriBsentant le rapport -; — -m 7^ , et a' Tangle de la 

^^ sm(fc— oj) ^ 

droite avec Taxe aA". Ensorte que des relations (a) et (3), on 

d^duira, par la multiplication, 

B'* 
««' = — pi (4), 

« 

relation aualogae k celle que nous ayons trouyee (io6) entre les 

i5 



t 



\ 



^ 



'saS fropei£t£s de l'elupse; 

tangentM dei angles flits par les mtoes droitei avec 1%xe oX, 
Doug encore, sf a = m, ce qui suppose its^y, un anri, 
^^=ii, c'est-anlire «'= >■'. On d^nira encwe de \k nn jwTcedi 
analogae k celni donn4 (io6) pour mener une taegente en ub 
point d'une ellipse rapportee k des diam^tres eonjugues. 

lai. Pour avoir un syst^me de diametres conjngu^a capablear 
d'un angle doon^ , sans connaitre les axes , et en ne supposanj; 
que le centre de I'ellipse , il faudra , sur nn diametre qnelconquei 
decrire un arc capable de Tangle donn^ , par I'intersection da 
I'ellipse par cet arc , on m^nera aux extremit^s du diametre , 
deux ,cordes , et par le centre des paralitica k ces cordes , qui 
formeront le sjsteme de diametres cberch^. Si Tare de cercld 
ne rencontrait pas I'ellipse , on ferait la construction aur le 
diametre conjugu^ , ou sur le m^me diametre , en prenant le 
supplement de Tangle douni ; et a! , dans les deux cas , Tare da 
cercle ne rencontrait pas I'ellipse , le probleme seralt impos- 
aible j car Tangle entre lea diametres eonjugues n'eat paa entii- 
tierepient arbitraire. On a Til (73) une solution analytique df 
cette question J qui ne suppose que la donnee du ceatre de la 
t^urbe : on pent d'ailleurs la ranieaer k celle qui a i\.i r^o1u« 
(t 16}, puiaque connaissant le centre, on salt trouTer lea axes. 
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CHAPITREXn. 



Proprietes de la pambole^ 

ij^d.lioijs aypoa ttouv^ (chap. VII) poDr Ration de I4 
parabole 

Ta^o dtts a: ^tant s)mietriqae dans la coidbe y tk l*axe Aes y 
kie faisant que la toucher a Torigine qui est le sommet de 
la courbe : le coefilcient 2p se nomme paramitre* 

if^S. Th^oretne I. ILes catrds des ordonndes sont comme 
les abscisses corfespondantes. 

Pour deux abscisses j/, x" aux^elles r^oodent les or* 
donnees y, y", on a 

y* : y* :: ap^ •. ^^^ •• ^ • ^''* 

id4- I'hdoreme 11. La parabole n'est qu'iuie ellipse dont le 
grand ajce est irifinL 

£n rapprochant Vequation de la parabole de celle de I'el- 
lipse rapport^e au sommet, et ^noncee au moyen da para? 
metxe , sayoir (io3) 

# 

on Toit que la premiere courbe n*est que la seconde poor 
laquelle A=: 00 , puisqu'alors T^quation de Tellipse se chaojge 
d^Qs celle de la parabole, 

i5.* 
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125. Th^oreme HI. Le seul foyer qui resle en passant de 
I ellipse a la parabola , est sur Fax^ symetrique de cettf 
courbe , a une distance du sommet, dgale au quart du para-^ 
mHre (fig. no). 

Nous avons lT0iive(i02) cette expression de rexcentricitede 
Tellipse , 

c = V^ A=* — B'* ; 

si Ton veut compter c de rorigine de T ellipse , la plus voisine 
du foyer que Ton considere , il faut ecrire 

A — c = A — y/A^ — B*; 

P B* 
mais comme dans Tellipse ~ = — , d'ou B*=pA, on aura^ 

A. A. 

en designant par c la distance derorigine.A au foyer F, 

c' = A — j/a(A— p): 

si Ton devdoppe le radical suivant les puissances decrois- 
santes de A, on trouve 

. ,: ^/A(A^p) = A — ip.+ ( )~+etc. 

Ainsi , ' . 

niai^ pour A = oo , hypothese sous laquelle Tellipse devient 
une parabole , Texpression de c' devient 

c' = ip = AP. . 

icG. Theor^me IV. Le rayon vecteur FM est dgal a 
Tahscisse du point M; augmentee du quart du parametra 
(fig. no). 

On a 
FM= \/y^+{x—c'y = i/spx + r^— -Y=a;4-2. 

Ainsi J unique rayon vecteur qui existe en passant de Tellipse 
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A la parabole , jouit auasi de la propriete d'etre e^^rime 
Mns radical , au moyen de I'absciase , propriete qui sert encora 
4 d^Bnir la position da foyer. 

CoroUaire. Si perpendiculairement i I'axe des absci&ses 
(Eg. no), et a une distance AR^:AF=-de Torigine , 

on mene une droite SQ , il est clair qne la distance MN da 
cbaque point de la conrbe a cette droite , est 

2 + X = FM. 

La parabole }onit done de la propriete d'avoir clfecun de ce» 
points autant eloign^ du foyer F que d'tine droite SQ que 
nous nommerons dtrectrice, dont I'eqaation se deduit eacoro 
de, celle de la directrice , de 1' ellipse trouvee (log) , aoiis 
I'hypoth^se A = oo ; car alora on trouve X ^ p pour valeur 
de I'abacisse comptee du foyer , ce qui reyient a TabsciMe 

Fa = AR-+-AF=2 + ^ = p. 



137. Probleme I, De la description de ia pandmle. 

1°. On dednit de ce qui vient d'etre dit, un moyen fort 
BiBiple de decrire la parabole par points : a cet effet , on piendra 
sur I'axe des abscises (fig. 1 1 1) autant de points P que Ton 
Toudra, et par chaciui d'eux oa menera des paralleles PD. . .. 
4 la directrice; conpant chaqae paralUIe en M et nt par des 
arcs decrits du foyer F , comme centre , et ayec la distance PR , 
conuae rayon , on determinera une suite de points M et /n 
qui appartiendront a la parabole. 

a°. Si sur line tangente au somtnet A (fig, us) "" 

AG =z AR = AF , et qu'on m^ne la droite RGD , 1 
flembiables*AG, RDP donneront 

HA : AG :: rp : pd, done pd = : 
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en ponrra doric dn fby« F , comme centre , avec PD , comma' 
rayon, d^crire des arcs qni couperont la perpendicnlaire m- 
deOnie , ^lev^e par P , en des poinb M et m qui seront k la 
parabole. Lea lignes RD , Rd toucbent la parabok aiix ex- 
tr^mit^a T et t de ia double ordonn^e men4e par le foyer. 
Cette description est analogue a celle de I'ellipse Cto4), et on 
observera , i°. que le parallel ogramme dLgl se change iei 
dans le triangle DRd; a", qae Tangle AUG qui, pour I'ellipse,' 

est <; - , est ici = -. Ces constructions par points sont 

4 4,, 

pr^iSrables aux constructions mlcaniqnes ov par un mouve- 
ment contiqfi , sur lesqnelles on trouyera beaucoup de details 
.dans les anciens trait^s synthetiqnea de sections coniqiies, et 
particulierement dans un ouvrage renfemrant le petit TraitS 
des Sections coniques deM.de La Hire , publiS en 1757. 

is8. Probl^ell. Trouver unecdtirbe telle, ifue les distances 
de chacun de ses points d ime droite etdim point donn^, soieni 
^gales entr'elles {&g. 110), 

Soient F et SQ le point et la droite dOnn^ : prenons pour 
des absciss^; la ligne RX perpendlculabre a SQ et pas- 
par F, et pla9on3 I'origme en A, milieu de FK : «i 

;Qant toujours FA par - , et FM par z , en SurK 

'• = r + ('-0". 

i'apris r^nonc^, 

a = a: + 2: 
it6 de ces denx ^nations, 

idon de la parabole. qui Jouit exclnsiTenent d« la i«o» 
:^ 4noncee. 

ig. Probl^me BI. £noncer liquation de la parahole an 
ta des coordonndes polaires (fig. ii3). 
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' Si» conmiA^ nous Tavons fait dans Fellipse, on pose 

a: = m -f- a cos f, jfr=n + asin^, 

et si Ton substitue ces yaleurs de j? et ^ dans T^quation de la^ 

parabole 

^ =z apx , 

on troHT^a pour r^nltat 



— amp 



sin*f . *• -f- an sin p 
— flp cos ^ 

les Iijpotb^ses n=o, m=- portent le p6le E an (ojet F 

de la courbe^ et T^quation pr^edente deyient alors 

z*sin*f = p* 4* apz cos f, 
e'est-a^-dire ^ 

• «• = p* 4- opz cos ^ 4- a*cos*^ = (p 4- « cos f)% 

tfoA Ton dMuit 

« = ifa(p4'acosf); 

ct , a cause du double signe > cette Equation se partage dant 
les deux suiyantes 



1 — cos(^' i4-cos^* 

De ces deux yaleurs , la premiere FM est essentiellement 
positiye , et donhe les points de la courb^ au-dessus de Taxe ; 
la seconde est n^gatiye , et elle se porte en FN sur le pro- 

longement de FM« Pour f = ~, on a z = ±p qui sont 

les coordonn^es tm, Fmf du fbyer. 

L*^galit^ a zero dn terme tout eonnu de T^qnation ( i ) ^ 
c'estnd-dire , 

»• = amp, 

jporte le pdle £ sur la courbe ; si de plus on dit que )es deusr 



/ 



1 
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Taleura cotrespondaDtes de z , aoat nulles , 1e rayon yectent 
eera tangent a la courbe, et la valeur correspondante de 9 
sera celle d'une tangeute ayec I'axe , en un point m , n de la 
courbe ; on aura done 

an sinp:=spcoa f , d'oit tang 9=^ ^ %■, , 

en d^signant par y I'ordonnee du point de tangence : c'est ,' 

enefiet, ce quedoime I'exprestiioa (8), [^chap. IX3, en faisant 

A = i, B=o, C='o, D = o, E = — ap. 

l3o. Des Equations de la tangente et ^ la normale , et des • 
expressions de la soutangente et de la sounormale de la ^ 
parabok. 

Si dans les equations generales de .la tangente etde la nor" 
inaje , et dans tes expressions generales de la sout^igente et 
de la soun«pTiiaIe ( chap. IX}, on fait A=.i, B = o, C=o, 
D ^=: o, E= — . op , a I'efFet de les faire conyeuir a la parft- 
bole de r^quation 

on troiiye , i*. pour I'^qnatioa de la tangente, 

ur I'expreaston d&Ia normale , 

ur 1' expression de la soutangente , 

soutang z=: — =i— ^ —  ax ; 
ur I'expression de la sounormale , 
sonnorm = ^ = p. 
ition de la tangente , aprea la multiplication pax y', •* 
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la reduction aa moyen de y* = spx', prend la forme 

qui se change dans celle de la courbe pour a; = a/, y=zy, 
ce qui doit ^e. 

La yaleur de a est propre a faire connaitre Tinclinaison 
8ur Taxe des abscisses des ^lemeas cons^cutifs de la courbe. 
.Pour y=:o, on trouTe a= oo; done la parabole rencontre 
Taxe des abscisses sous un angle droit. L*ordonnee y aug-; 
mentant , a diminue : ainsi les elemens de la parabole tendent 
a deyenir paralleles a Vaxe des abscisses , ce qui n arrive que 
pour a/= 00 , d'ou y = oo. et a = o. 

L expression de la soutangente (fig. ii4) savoir : 

PT == — 20^ = — aAP , 

^oit ^tre portee de P vers T, en sens contraire de Tabscisse a/, 
poftee de A vers P ; ensorte qu'ayant pris AT = AP , on joint 
!e point T au point M' de tangence par la droite TM' qui est 
la tangente cherchee. 

On conclut de Texpression de la sounormale PN/ que 
cette ligne reste . de m^me longueur et qu'elle est toujours la 
moitie du param^tre ^ quelle que soit la position du point M^. 

i3i. Theoreme . V. L* angle forme par la tangente avee 
le rayon vecteur au point de tangence , est egal a celui de 
la tangente avec une parallile a Pajce, menee par le point 
de tajigence {ig. ii4)* 

Si du foyer F dont les coordonnees sont y = o , ;£" = -, 

on mene une droite FM' au point de tangence x\ y, on 
aura pour la tangente de Tangle quelle fait avec I'axe des 
abscisses , 

Tangle FM'T que fait cette droitie affec la tangente M'T , a 



/ 



.( 



4 



pour taflgeiite trlgonbhietrique 






X^Om' 



a etant la tangente de Tangle M^TF : apres I^ substihriloili 
9it& taletirs de « et d^ 

 F 

dtas y, ot troorera 

V— -^ — a- 

done Tangle FM^T = Ftt = MX\ ce qni ^t la proprift^ 
annoncee. 

Si Ton observe qn'en passant de T^Itipse a la parabole , le se^ 
cond foyer F' est a une distance infinie du point A> et quainsil^ 
second rayon yecteut F^M' deyient parallele a Taxe AX^ on 
recoBnaitriL que la ptopriete de Tellips^ > qui consisteen ce que 
chaque rayon yecteur fait le nieme angle avec la pCHtion de 
ta^entcr qui lui correspond (i lo) , doit se changer dans eelle 
§ue noti» veuons de demontrer. 

Corollaite L D^ Ik tesdlte to fnoyen tr^d-situple dfe meiM 
une tangente a la parabole par un point exterieur tel que t 
(fig. il5). Soient F lefoydr, et SQ la directrice : du point t , 
tionime centre , avec un rayon tF , on decrira un arc de 
C6tcle qui ccrtipera la directrice en L , de cfe point , on 
menera une parallele LM' a Taxe, et k point M' oA c;ette 
parallele rencohtrera la parabole , sera celui de tangeace^ et 
TM' la tangente cherch^e. £n elFet > on a 

ML — MT, 

et par construction^ 

ft = fF-^ A 

done Tangle iMt = fM'F = t'M'X'. En rapprochant cette 
eonstnictiozi de celle qti a et^ dcnui^e pbur Tetlipse ( iio^ 
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•a reconnditni qa'elle n'en 6it qn'iine inodiSeafion dtorminJa 
par r^loigceitient iofini dn aecoad fofcr de U parabole. 

Comllaire II. Le coroUaire troisi^me (ijo) s'appliqa& id 
aux rayons aonores , lumineux on caloriBques qui viendraieiit 
fi-apper la parabole suivant Aer directiom paialleles a I'axo 
AX *, ik iraient se r^uoir aa foyer f , et la propri^t^ aorait 
encore lieu dam le paraboloide ei^ndr^ par la r^olution do 
la parabole autour de son axe. 

CoroUaire III. Cette propri^rt de la parabole , d'avoir une 
sontangente double de Tabucisae du point de tangence, fouritit 
tin moyen de d^teriniileT le sommet, I'axe prinbipal et le foyer 
d'uDe parabole ; d'aprea la coimalssaiice de ses deux diamitret 
repr&enCis (diap. IV) par - , 



et des limites paralleles aux^ et aux x, d(uui^es(chap. IV) pat 

a(BD — flAE)j! + rv — 4AF = o (3), 

a(BE — aCD)_y + & — 4CP = o «). 

En effet, ayant construit (fig. 116) les demi-diametres (1) 
et (a) , representee dans la figure par 1 et a , et les limites - 
AB et DC doimees par les ^quatioiu ^ et (^ , limites qni 
sont des tangentes k la parabole en A et D, on abaisaera 
du point A une perpendiculaire A£ sur le diamitre a , et da 
point D une perpendiculaire D^sur le di^^e 1; puis joi- 
gnant le point A avec le milieu M de BE, et )e point D avec 
le milieu m de Cf, Vintersectioa S dta droitea AM 
sera le sommet de la parabole. Four le d^montrer, a 
par S la parallele SS' aux diametres 1 et a , laquelle 
•n T et t les tangentes en A et D ; comme on a pris M 
on aura TP = aSP, c'est-a-^iie , la sontangente c 
Fabscissa du point A; et comme d'aillenrs Ics co 
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SP, PA du point de contact A, sont rect^ngulaires , le point S 
est le sommet de la courbe. Pareillemeoty a cause.de fCi-^ofmy 
on aura pt = apS. 

Connaissant ainsi le sommet , et consequemment la direction 
de I'axe principal SS' , parallele aux diametres i ef 2 ^ on. 
pourra facilement trouver le 'foyer de la courbe : il suffira ,. 
a cet efFet, de mener le Ayon vecteurdu point A, c^est-a-dire , 
par le point A une droite AF, faisant avec AT un angle egal 
a celui de A/" avec AT' : cette droite , par sa rencontre 
avec Taxe de la courbe qui est connu , determinera le foyer 
F cherch^. Ayant ainsi le sommet et le loyer , il sera facile- 
de tracer la courbe soit par points , soit par un mouvement 
continu. 

CoroUaire JV. Le rectangle MPxAP— aire MTP (Eg. 117), 

TP 

puisque Taire du triangle TMP= MP X • 

Corollaire V* Puisque le sommet A est le milieu de la 
soutangente PT , la perpendiculaire AH a Taxe AX , aboutit 
au milieu H de la portion TM de la tangente ; d*ailleurs, le 
triangle TFM etant isoscele, la perpendiculaire menee au 
foyer F sur TM ^ aboutit aussi au point H. 

' Cofollaire VJ, D*apres le corollaire V> on a 

FH*= FT X FA = FM X FA ~ FM X c; 

or c etant une constante , on a cette propriete : la perpendi^ 
culaire men^e du foyer sur une tangente ^ croit comme let 
racine carrde du rayon vecteur mene au point de tangence, 

iSa. En designant par op' le parametre d'un diametre queli 
conqueMX' (fig. 117), nou* avons trouve (74) 

ap' = q(p + 2a) = a (p + 2x), 

X ^tant Tabscisse du point M : or la distance du poiilt M 4 I» 

directrice (^S ^ est - +0; (ifiS); doncap' est quadruple de cette 
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distance. Ainsi le param^tre ctun diamitre surpasie toujours 
celui de taxe , du quadruple de Vabscisse correspondante ^ 
r intersection de la courbepar ce diamitre, 

II sera facile de prouver qui la soutangente icomptee sur un 
diametre quelconque , est doiible de Fabscisse da point de 
tangence. 

i33. Nous terminerons par ]a solution de deux probldmea 
determines. 

Probleme IV. Trouver sur Faxe (Turm parabole , le centre 
N Sun cercle qui touche une ordonn^e Ml^m' donate de posi" 
lion J et la parabole en deux points ( fig. 1 18). 

On prendra sur Taxe, et a partir de K, une longueur 
P'P = P'JVr ; au point P on elevera la double donnee MPm , 
et ayant pris FN ^gale a moki6 du pdrametre y le point N sera 
le centre y et MN le rayon du cercle cherche. 

D'apres cette construction , la ligne FN est la sounonnale 
du point M (i3o) ; done la tangente TMt Test en m^me temps a 
la parabole et au cercle decrit du centre N ; done deja ce cercle 
touche la parabole en M et m. £n second lieu, on a 



MN =PM +FN =ap(AP'— F'F)+p», 



 — % 



—a 



P'N =(P'P— PN)»=(FM'— FN)*=:P'M' 4-PN — aP'M'xPN 
= f2p(AF—P'P )+/>•; 

done MN = P'N. . 

Probleme V. Inscrire dans une parabole, une droite Mm 
d^une longueur donnee' qui passe par un point G donne da 
position ( fig. 119). 

Pour avoir la position de la droite Mm _, on pourrait indiffe- 
remment chercher les points M ou th ; mais comme ils jsont 
determines de la m^me maniere , le premier par les lignes MG , 
MP ou AP , le second par les lignes mG , mp ou Ap , il ne 
faudra se servir d'aucun de ces deux points , mais plutbt d'un 
troisieme point F qui ait avec eux la m^me relation , ou doi* 
ceux-la dependeftt de la m£me maniere (chap. !•'). • 
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Soientdonp AE:=x', EG=y, ?iiM2=c, FEi=*,APi=d*; 
PM= ^ : Oft ftur4 FP := j: -f-* — ^' • or de la proportioii 

GE : EF :: MP : PF; on d^dnit F?t:^^y\ ^galant les deux 
valeurs de FP^ oii obtient 

X + « — a/ is i2L, 

'Si de Tequation de la parabole , on tire la valeur de x poftr 
la substituer dans ]a p^ ^6dest^ j ejt quon r^soUe ensnite par 
rapport k y, on aura 

l*oiir constmire ce radical , on portera la longueur ^ de P 

en K ; puis a partir dtt point K , les longueurs KM , KM' res-*- 
pecti?et|ient egales au radical^ confltrucdon qu'on fera 9ur un«r 
tange&te ipd^finie an aomxnet A; ensorte que 

Or la proportion 

FG : GE::mM : MM' 
deytent 

^galant le prbduit des extremes k celui des moyena^ elevant 
au carre et ordonnant^ on trouve cettd Equation du quatriema 
.degre 

MOBtructible par deuK lignes du second degri (cbap. YIII). 
On anrait ^t^ conduit a une Equation du huitieme degr^^ si Ton 
ffiit cberch^ AP ou MP> parce qu on aurait d^teimii^^ en m^me 
tempi AP ^t A^ , PM et pm. 
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CHAPITRE Xm. 

Proprietds de Fhfperbole. 

i34- ll OU8 ayons trouyi ^58) pour equation de cette couiIm 
Tapport^e au centre etaiucaxes principaux^ 

Ay — B«a7» = — A*B\ 

«t pour Equations de ]a m^me oourbe rapport^e i Tun des aom^ 
mets (fig. 1520) J et a deux axes dont Tun est sym^trique et 
Tautre tangent. 

Ay — B^x^ = — fl AB V, Ay — BV cs aAJBV , 

iToi^ Toa tire 

Equations qu^on peut employer indifF^remment , ponrm cepeiH 
dant qu'on ne p^rde pas de yue la position de I'origine que 
chacune d'elles suppose. ^ 

J 35 J Th^oreme I. Les carris des ordonndes sont comm^ 
les produits de leurs distances aux deux sommets (fig. ii2o). 

En elFet, pour deux abscisses j/=: AP', of =: jSp", dont lei 
coordonnees sont y = P'M', y'= P'M", on a 

Xl — (^ + A)(a:^ — A) _ A'V X AF 
y* ~ (ar^+A)Xa:''— A) ~ A'P"X AP*' 

i56. Th^preme 11. Dans Thyperbok ordinaire, U produif 4^ 
tangentes trigonomdtriques des angles fails auec U grand axe , 
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et dans le meme sens , par 'des cordes menses des deux extrd-* 
miitds de cet axe , a tout point de Ihyperbole ; est constant ^t 

B* 

igal a — (fig. 120). 

La marche de la solution etant exactement la mime que 
pom* Tellipse, nous nous dispenserons de refaire le cal<?uL 
On obaeryera que la propriety analogue de Tellipse ^ ^lant (93) 

• B» 

il ne faut que changer B en B V^— - 1 ^ pour passer a celle de 
rhyperbole. 

Corollaire I. Comme le produit utt est positif dans Thyper- 
bole y on en conclura que les angles MAX y MA'X sont en 
mime temps aigus ou obtus > suiyant que le point M est sur 
la brancbe des abscisses positives ou negatives. 

Corollaire JL Pour Thyperbole ^quilatere, B=±A, et la 
propriete devient 



act 



1 : 



ainsi les ancles MAX . MA^X yalent en somme un droit. 
Corollaire HI. Ayant trouve 

_ y * — . y 

~ x—A' x+K' 



on en d^duit 
tang AMA' = tang V = 



aAB • 



\ + M 



(A^+B*) 



\/i^ 



orrabscisseoraugmentant, tang V diminue ; done Tangle d&roit 
jusqu'a zero. Pour Thyperbole equilatere; A = B, et 



tang V = 



V/x* — A^ ' 
et pour Tabscisse x = A \/a , on a tang V = 1. 
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\3y. Probleme I. Description par points de thyperbote equi" 
latere (6(^, lai). 

Cette h3rperbple a pour Equation 

j^ — x* = — A*, doA x== V/ATnhpsirCP; 

or si d*un point quelconqtle M de cette hjnperbole , on mene 
nne perpendiculaire MQ snr Taxe des ^j .et qa'on |oigne 
le point Q au sonunet A , on a aussi 



QA = \/caV CQ* ^ k^A«4-y; 
done 

CP ±=: QM = QA. 

Ainsi y par tons les points du second axe , on m^nera des 
paral/iles au premier , et rapportant sur ^ckacune belles la 
distance du. point du second axe par lequel elle est men^e , 
au sonunet A donn4 , on aura auiant de points de Thyperbole 
iquilaiire. 

• 

i38. Probleme II. TVoui/er le lieu des points dont la difp^ 
rence des distances a deux points Jixes , soit toujours igale d 
une ligne donnie sA ( fig. if25^ ). 

Ainsi que nous Favons fait dans Tellipse y ptenons pour 
Taxe des x\ la droite qui. passe par les deux points Exes F 
et F', et le milieu C de la distance 2c entre oes deux points , 
pour Torigine des coordonnefes : nous aurons , d'apr^ Tenoned , 

ji — zz:^ aA (1) , 

en designant fVi par »', et FM par z\ Soient C? = x , 
PM = V le§ coordonnees du point VC : nous aurons ces deux 
traductions 

(2)... z'» = jy»+(a? + c)S *^=y+(a:— c)»..,(3), 

Equations qui senriront &^ determiner 2' et z en x et y i 
retranchant (^ de (2) , il vient 

Z*'^Z*:=::4CX, dou z'-|-«5=i-? = -T"* 

16 
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d*apr^ (i) : connaiasant £'— 2 et s' -|- 2 , on tronye &cilement 

Si maintenant on combine par addition lea Equations (a) ~et 
(3) > on tronyera 

et apr^ aypir remplac^ z% z* par lenrs yaleurs tinges de (4) 
et (5) > et fait les relictions , on aura 

A*(A*— c») = A*(y»-f i*)— c*a:* (G): 

or il est iyident qu'il ne pent y ayoir sur Vaxe des y paasant 
par le milieu de FF', un point tel que FN — FN = d A , 
pnisque^ pour ce pointy cette difference est nulle : ainsi rordoor- 
n^e y correspondante k xz=zo, sera necessairement ima^^ 
naire ou de la forme B ^— - 1 : or a cette h3rpotfaese faite sur 
X dans (6), repond 

y = A'' — c» = — B* , d'oii c* = A* + B*. . . .(7) ; 

reportant cette determination (7) dans (6) / on trouye que le 
lieu des points cherch^s est reptesenti par 

A*y — B*x* = — A*B», 

Equation de Thyperbole qui jouit exclusiyement di la pro* 
pri6t6 inoncie. ^ 

Les points F et F' situ^s sur I'axe riel de la eourbe et 
determines par 

c = + V^A*+B*, c=— |/a*+B% 

•ont nommes les foyers de rhyperbole , et F'M , FM sont ditt 
rayons vecteurs* 

Ainsi , dans Fhyperbole , la diff^ence des rayons vecteurs 
est ^ale au grand axe. 

Remarque L Pour passer de regression de c trouy^e pour 
ydlipse (^oa> k Texpression de c pour I'hyperbole , il ne faut 
encore que changer B en B y^«^ 1 dans la premiere. 

Bemarque IL Chacun des rayons yecteun (4). et (5) , dont 



N 
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Ifii expresBions reyiemieiit a cellea-ci 

I 

est ^nonce June maniere rationnelle au moyen de Fabscisse xi 
on pent m^me pardr de cette condition pour determiner les 
foyers. 

CoroUaire I. Le second demi-<axe B est mojen proportioi^. 
tA entre les deux distances d*un foyer aux soxnmets. En effet, 
de c -)- A : B :: B : c — A. , on tire 

B»= c»— A* = A* + B»— A* = BV 

Corollaire II. L'equation de I'hyperbole^ 

•n y fiaisant x* =3: aA% donne 

tonnaissant actuellement les deux demi-axes y on peut trouyer 
les foyers. Cette abscisse x k laquelle r^pond rprdonn^e j'^B^ 
est rhypotenuse d*un triangle rectangle isoscile dont cha(ju# 
c6te de Tangle droit est ^gai a A. 

i3g. Enoncer les Equations de Phyperbole, au may en dn 
paramktre ou de la double ordonrUe du foyer, 

L'abscisse du foyer est x = |/A*-f- B* : pour avoir Tor- 
donn^e correspondante , 11 faut reporter celte valeur de x, 
dans r^qnatioii 



B 



J^= jpC^~A*) 



et on en tu'e 



A 

• 



y=-n> ^«* y — -r — P 



B* p 
A- — A* 



A*' " -^ A 
par cette substitution ^ I'^uation de lliyperbole deyient 

iff.*. 



\ • 
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On a ausai pour Torigine plac^e k Tun des Bommets . de la 
Gourbe> 

I ' y = J(x»— aAx). 

! Pour Thyperbole ^quilat^re^ on a 

140. Probleme III. De la description de thyperbole (fig. isd)* 

1^. Du foyer F , comme centre y arec un rayon quelconque ^ 
je decris un arc d« cercle, puis de I'autre foyer F', avec uh 
rayon qui diifere du premier d^une longueur ^gale au grand 
axe, je decris un autre arc de cercle : ce dernier arc coupera 
le premier en M , par exempli; et comme F'M — FM=flA, le 
point M sera a Thyperbole. 

a*. Nous donnerons une seconde description analogue a celle 
de Tellipse et de la parabole. Aux extr^mites A et A' du grand axe 
(Eg. ia5), on flevera les perpendiculaires AG=AF, A'L=A'F, 
la premiere au-dessous , et la seconde au-dessus de I'axe XX' ; 
I on proloDgera LG ind^finiment, ensuite par des points P, 

! P , etc. , pris sur Taxe , on ^lev6ra a cet axe des perpendicu- 

laires termin6es en D> D.> etc^ a la ligne LG, qu'on coupera 
en des points M , M, etc. y par des arcs de cercles d6crits du 
foyer F , comme centre , avec les rayons PD , PD , etc. : on 
autait pu prendre A'g"= A'F', A/=AF'; et manant^/qui est 
parallele a GL> on d^tenninerait les points M, M, etc. , au 
moyeii de cette ligne gl , du foyer F et des arcs dterita du \ 
centre F' avec les rayons Pd, PJ, etc. 

II s'agit de d^montrer que les jpoints M, M', etc. sont'i 
Thyperbole. On a , par construction , 

A/ = AT, AG = AF = AT', 
douQ 

A/ — AG = AF'— AT = AA' = aA; 

toutes les paralleles DJ, DJ, etc. sont done egales au grand 
axe. Cela pos^ , on a FM = PD ; mais aussi parce qua la . 
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nfime point M anrait pn ^tre d^termin^ en conpant Vd par 
un arc d^crit da centre F' ayec le rayon. PJ^ on a F^lMU=Pi2 ; 
done 

rM — FM = M — PD = Drf = A/ — AG = flA : 

» • 

«t consequeniment le lieu des points M, M^ etc. , est aiM 
hyperbole. 

On remarqnera, i\ que les lignes RD et rd sont tangjBntes 
a rh3rperbole aux extremites m et m' des ordonoies qui passent 

par le .foyer ; a**, que Tangle. ARG e«t > -^ tandis qu'il e<t 

4 

-: pour Tellipsoj et = - pour la parabole. 
4 • 4 

II sera encore n^cessairQ et £tcQe de prouver que pour tout 

point int^eur ou ext^rieur a rhjrperbole, la difference des 

rayons yecteurs n est plus ^gaie an grand axe. 

141 • ProbUme IV. Enoncer F^uation de Phyperbole i^ 
moyen des coordonnies polaires. (fig. ia4)- 

Dans r^quation 

faisons les substitutions (a5) 

^ = P + * cos ^ , ^ ~ 9 .+ « sin f ^ 
et il yiendra 



A»8in*^ 
— B*cos*f 



ft 

— ^B*cosf 



— p»B* 



= (i>. 



Les hypotheses p = o , .7=0 portent le pdle E au centre 
de la courbc, et T^quation (1) devient 

(A*«in*B — B*cos* «) ** s — A»B», 
^ AB ,. 



(/B* 00c* f —A* on* 9 
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cette Tatenr de s n'est rielle qne pour 
B»cos» 9 > A* sin* f , a'oil tm 

concluaion dija obteuue (63). Poor A'ain'f' = B*co»'f , on a 
£ = 00. En ^galant i z^ro le terme tout connn , on porte le 
^le £ 5tir lii^eriiole ; et si Ton ^crit que \a seconde lalenr 
de z est nnlle conune la premiere , le rayon Tectenr deviendra 
tangent k la courbe en E. On tronve ainsi 

2 =: o , X ^ 3ijA' sin f — !^B* cos ^ = o , 

B» p B' y 

en changeant p en x' «t f ca _y'« 

Si daiw (0 on **•* ? = », p =CF = (/A'+S't •* qai 
revient 4 placer le pdle en I'lm des (ofta F, ab ironrera 
pour r^ltat de ces substitiitions , apiis les r^dnotiona, 

A*i' := ©*«' cos" f + sB'cz cos f + B*, 
et en observant que le second raembre est le canA de . 
cz COS 9 + B', on aura , par I'extractvm de la lacine cair^ 
des deux membret 

As :^,± (cacosf + B»), 
d'oix 

^^ . "B- ^^__ 6- 

A— ccosf * A + c COS f ' 

?m qu'dn anrait'enCore pn djdutre de 4etrs analt^n 
llipse (io8)., en cbangeant dans cellw-ci B en B\/—t^. 
Des ^quatans de la tangents et de la normah , et 
esiions, de la soutangente et de la sounormale. 
as les fofmules (i5}....( 17) trourees (82), on fait 
, N=:— B*, a I'efiet de les faire convenir a I'^uatioH 
»erbole an oentr* et anX axes , (» ailrat 
)ur I'^ation de la tangente , 



A*. Ponr oeUe de la normale j 

^ — y = _ -^(x— a/).,.(fl); 
3*. Pour Texpreasion de la soutasgente^ 

soutang. = — ^r (3) ; 

4^. Pour celle de la sotmormale j 

sonnorm, = -jp- (4) ; 

4«. enfia ^ 

a d^aignant la tangente trigonom^triqne de Tan^e entre li 
langente «t Vaxe des x. Si Ton fait disparaitre le dinomin^ 
tetrr dans I'^quafion (i) , et si Ton observe que A*y^— B*x^ 
•==:— A^B*, parce qua le p6int j/, y est sur llijperbole , oh 
tombera sur cette Equation transform^e de la tangeate 

A«y^ — Vx'x = — A*B». . /• .(6). 

iPour y = o , c'est-ardire^ aux soinmets A et A^ TiUment da 
courbe > on le petit cdt6 de la courbe consid^r^e comme un 
•polygoae r^goHer d*ime iafinit^'de c6t6s dont chacnn est in- 
finiment petit y est perpendiciilaire k Taxe des abscdssea, pniii- 
^u'on a a = 00 : rinelinaison de la tailgate sib: Taxe des 
•idsacissesi ne pent devenir nnlle^ oar pour x=oo»on a y=:oo> 
ensorte qoe a n'est pas zero* 

143. Probl^eV. Jfevfer une tangBtUe a thyperbole en un 
point Tut donn^ sur la courhe (fig. laB). 

La droite menie par le eentte C at le point de langwK^ 
M^^ a pour Equation 



y 



=:^x, tfo4 ^ — ^ 0); 
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on sait d'ailleors que .'? 

'^w '■"'■ 

multipliant (i) par (a), on obtient cette relation 

<w' = ^ (3); 

mm nons avoiis trour^ (th^or. 11) , 

-' = + »i....M, 

pour le produit des tangentea des angles entre ]fis cordes AM i 
A'M et I'axe des abscisses f done si •' = a', n^cessairemeBt: 
M= a ', coDaequenunent ]a cdrde A'M itant paralUls au demi- 
diam^tre CM', la tangente TM' sera parallile a la corde snp- 
pl^menlaire AM. 

Cette propriety fournit pour mener une tangente altyper- 
bole en un point donne sur cette courbe , vn proc^dc' exa^- 
tement analogue a celui que uous ayons present (io€) a I'^gard 
de I'ellipse. 

Lei point de ^tangeuce M' est aur une hyperbole decrite 

sur CT comme grand axe , et dont le rapport des axes est -r 
( voyez ce qui a ^t^ dit aur Tellipse (loS) ). 

i44- Probl^e VI. TVowver le lieu des extrimUds des sow- 
tangentes poltures de thyperbole (fig. laS). 

En prenant tonjours I'origine an centre C , et d^signant par 
x', y' les coordoiuiees du point de tangence M', on a pour 
Equation de FM', 

et pour Equation de la perpendiculaire Fr a FM', 

substitution de cette valeur de y dans liquation de 



DE l'pyperbole; sj4q 

la tangente i Thyperbote (14a) 

A*y jf — B Vx ^= — A*BS 
on trouye • 

_ A^ _ . A* 



c |/a^4-B* 

expression qui ne diflF%re encore de celle de Tellipse C^^9 ) 
que par le chang^nent de B en B ^ — 1. II existe done nne 
^directrice pour chaque branche de llijnperbole qui coupe le 
grand axe entre le centre et chacun des sommets A et A'. 

145. Theor^me m. Les droites menies du point de tangence 
aux foyers de Phyperbole , font avec la tangente, et de part 
et d^ autre de cette ligne , des angles ^gaux (fig. 1^7)* 

' La tangente de Tangle M'FX est * 

et d'ailleurs la tangente de Tangle MTX est (14^) 
, B* a/ 

done en designant par Y la tangente de Tangle FM^^ on aura 

tangV = + ^; 
la tangente de Tangle FTW'T = V est encore 

comme on .^eut le deduire de ^ 

• • • 

en y rempla9ant a et •'rrztangM'F'X par ?^ . ^ et -t/ 

A* y c -f- of* 

Corollaire L Si Ton prolonge le rayon vecteur F'M', Tangle 
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de ces extrfmit^j , on b'rera iine droite qut aera one as^ptote 
dont le proloDgement deviendra celle de la branche oppos^c. ' 
U est facile de s'assurer que, pour une absciss'e quelconqus , 
rordonn^ de I'asymptote est pliu^ande que celle de la coturbfl^ 
car d'apr^s I'eqnatioa de la courbe , oa a 

et d'apr^' celles des asymptotes , on a 

ces denx Talenrs de y" ne sont /gales que pour x= M , 
pnisqu'alors on peut n^gliger le tenne B' dans Tavaiit-denuire 
6juatioii. n est essentiel d'observer que I'equation dea asymj^ 
totes diff^re de celle de I'hyperbole, par la suppression do 
tenne tout connu dans cette derniere (*). 

Nous aTona reconnu (7?) que les diam^tres ^gaux de I'ellips* 
tont prolong^ , sont des asymptotes de rhyperiwle , et r£- 
ciproquement. 

148. Lorsque le point duquel on doit mener nne fangente 
k I'hyperbole , est Aanak daiis Tangle SCS' des asymptotes , 



{*} Si I'on mnltiplip entre ellei In ^Mioni (1] do Mjuptotei uohWm 
(4i) , on obticni , npcb l«i i^dactiom , cette ^qulion 

li, pontD=o, E^o, *e rAhiit 

n>i, lonqoc rbyperbole est rapport^ an centre, le prodnil det ^qiiilioB« 
■» aaymplolpsett I'ennatJon mftne de la combe, en mppTiinant lUq* celle-a 
tenn« copQD i et , en %iain\, ce produit nc diiflre de Tcqaatioode la 
intbe que par c« tcnna toot connu. 
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qai renferme uoe des branthes, comme en I (Eg. i3o^^ 
les deux tangentes tM\ tm' ' touchent cette tranche , et il 
est visible que leurs prolongemens coupant CS' et CS , restent 
au-dessus et aiindessous de la branche oppos^e. Si le point 
est en f dans Tangle sCS qui renferme Tespace imagioaire , ]e$ 
deux tangentes f^N , fK se distriSuent entre les deux branches 
de la courbe qu'elles touchent aux extremites des ordonn^es 
negatives : il suSlt de consid^rer ces deux positions t ei if (3u 
point donn6. 

1 49' Theor^e V. Si une branche S hyperbole est coupde 
par une droite qudconque qui se termine aux asymptotes , les 
portions de cette droite , intercept^es entre chaque asymptote et 
la portion de la branche qui lui correspond, sont Agates entr^elles 
(fig. i3i). . 

Aeprenons T^quation (i)^ (i4^)> ®^ rc[Mr&enton8 le terme 
tout connu par M '^ nous aurons ^ apres la division par le 
coefficient de a*, 

^^ a((7A»sin^ — pB^cosip) M 

"*" A*»m*^— B*cos*^ "*"A*sin*^ — B»co8*^~ 

'' . * 

Pour transporter le pdle E des rayons vecteurs sur Vasymptote 
CS en m , il faut danger p et q en of eit y qui sont les coorr 
donn^es du point m j et etablir entre x' et y la relation 

qui e^tprime en effet que le point m est sur Tasjiiiptote CS : on 
aura doncf  ^ . 

^ , 5aBj/(Asiny — Bcos^) . M 

' A*8in*9 — B*cos*^ A*sin*^ — B^cos"^ ^ ^ 

or en designant par zT et 2' les deux racines mR , m&' de 
cette Equation , on a 

, , f, 4Bx'(Asino — Bcos^) 

^ ^ A*8in*9— B*cos*9 • 
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mau « 6tMnt U t»nggn t e de rao^ aiKX,(»aait({w 
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,- + «-=-^^^' = mB+™»-.......(a). 

Si Voa obecrre qn'ea bisant M = o dam ( i } , lea danx 
talenn z', z* de x devieimeiit les distances du point m aox 
deux points de renconlre de la traiuTeiBaJe mm' avec les 
asymptotes CS , CS', pnJAqae , par cette bypffidt^ , on sabati- 
tne requatioD dea asju^totis i celle d« I'liypeiiioU C ^47 ) * 
on reconnaitra ipi'on a auui 

B + A. ='^ ^- 

Des ^galites (a) et (3) , on conclot 

rnR + mR' = mm' = mR' + Kjr(, d*oi jnR = E'm', 
ce qui est la propri^te ^nonc^ dont nous donnerons bientdt 
one autre demouftrfition. 

Cette propriety fbnrnit nn moyeu de constnnre I'hjperbole , 
loTsqu'on connoit sei asjmptotes, et I'un de sn points, tel 
que R. En effet , meoajjt par ce pout des (koites quelconquei 
nRrn', puis prenanl a'r = tiit, on a en r itn point de I'by- 
perbole qui sert a en faire trouTer d'autres. 

i5o. Th^orime VI. Dans fhyperbok rapportde aux asymp- 
tntes, la soutangenfe Ct , confide du centre sur fasymfOotM 
CS' qui sert daxe des abscisses, est dauhUde Pabfcitse Cp du 
point de tangence(_Bg, iZa). 

y^quaUon de I4 tangente an point a/', y , on Af , ett 
A'/^ — BVx = — A*B»; 
cdle de I'asymptote CS', est 
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FabsoisAe Cq 4e riatersecdon de ces deux d{t>ite8 , risulte de 
r^limioation de y entre ces deux kgnaAoua, operation qui 
doxme 

^ = *=^n^B? (^>- 

Comparons cette abscisse a Fabscisse C(f de rintersecdon ayec 
CS' d'un^ paxall^le a GS men^e par k poi^t de tangence AT : 
Tkpiation de cette paralUle est 

reportant cette y^eur de y dans (i) ^ on obtient 

R^duisant les expressions (a) et (3) an m^me denominatenr , 
et tenant oompte de F^quation de Fhyperbole qm a lien po«p 
le point a/, y, on trouve 

>x = - ^ . ^ / . ^ /v * A = 



aB(Ay + Ba/)' flB(Ay4.Bx')* 

done €9 = 20^^ et cons^quemment^ C< = sCp. Cette pro- 
pri^t^ foumit un mojen bien simple de pei|er une tangent* 
en un point M' donn6 sur'Ui;}^ liyp^rbpl^ dpnt g^n a les asymp- 
totes. 

iBi. Theor^meVn. Vaire du pamli^hgramme CDAiy, 
dfltfs Uquet les c6t4& AP o^ CD' et AD' soni.ks eoordonn^ 
du sommet A rapportd aux asymptotes , ^st ^ak a cdle dupa-- 
ralUlogramme constrjut, stir les i^oordqnn^ J[un point quel- 
conque M rapporte aux asymptotes ( Gg. i33). 

ReppreMpns r^qu^^on de Tliype/bole au3( asymptotes 
CX, CY trouv^e (73), as^yoir : . 

A^ 4. B« 
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C6= CB' ^tant le demi-second axe , lea qnatre citis AB, £A', 

A'ff, B'A lont jganx , et U Ggnre ABA'B'A est on parall4Io- 

gramme et m£me nn losanga : si dn point H, milieu de AC, 

oa eleve one perpendicalaire , elle paaseia par let intenectioiis 

D et D' des cdt^ AB , A'B' avec les asymptotea ; on aura 

done 

JS'= AhV DH'= ^4-^ — *C^*; 

mais en d^igoajit par C I'angle ent^e lea asymptotes, et 
abaiuaut la perpeadiculnire Ah sni Ciy, on a 

AA = AiysinC = Ciy sinC, . 
en obserrant ^e la fignre ADCD' est atusi un losange ; done 

^''*'°' siaC = ^* unC = Ciy X AA = aire ADCiyi 
4 

d'one anlR pait 

xy taa C = aire CPMN; 
done iMpria I'^natioti (i) qui doane 

. , A» -4- B' . , 

ay tmS T= -^ — sm C (a) , 

4 

on parvient & la proprift^ annoncee 

ain ADCD' = aire CPMN ; 
Le grand losasge ABA'B', quadruple de ADCD', se nomme 
U puissance de Vhyperbole, 

CoroUaire. Lonqne I'hyperbole est 4quilat^re , i'angle dea 
asymptotes est droit , sin C := i , et la losange ADCD' devient 
un carri, lequcl est toajonra ^gal au. rectangle des coor- 
dosn^es. 

~' ' r*me Vin. Si Fan mine U demir-diamitre CM' tt 
TM't , on aura toujours 

O^*— ™^'= A* — B», 

s d* thyperboU i&S- i34). 
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Si Ton nomme toiljours C Tangle entre les asymptotes CX , 
CY ; xf et y les coordonn^es CP', FM', les triangles CM'P', 
P'M'T donneront ( G6om. ) 



CM' t= y* + x'* dr Qxy cos ff, 

T^*= y* + x'* :?: axy cos C; 
done 



->A 



CM' — TM' = 4xy cos ff (1). 

Or Tangle 6 form6 par cbacune des asymptotes ayec le grand 

axe de la courbe , a pour tangente trigonometrique -^ ; 
on aura done 

sin = ' ^ — , cos J =s - 



et , a cause de C = 20 , 

A* — B* 

cos C = cos a9 = cos*fl — sih'fl = -7-— — 5- (2) : 

A' + 15' 

or Tequation de la courbe rapportie - aux asymptotes et au 
point x\ y, est 

4xy = A*+B% 

et cons^quemment , 

4xy cos f = A* -— B*. . . (5) ; 

done , d'apr^s ( 1 ), 



— « 



CM' — TM' = A^ — B» (4) : 

telle est (72) la relation qui existe entre les demi-dia- 
metres et les demi-axes de Thyperbole : or M'C/n' est un« de 
ces diam^tres v done tMT = aM'T ( i5o ) est Tautre en 
longueur. Done ayant de longueur et de position celui dei 
diametres conjugues qui aboutit a la • coiirbe ■, en passant 
par le centre ^ Tautre sera, en longueur, la tangente men^e 
par Tune de aes extremites et prolong^e jusqu'aux asymptotes : 
pour Tavoir en position j on le ramenera a passer par ]e 
centre, parallelement a la tangente ^M'T : ce second diametre 

17 
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ne rencontrera pas les branches de Fhyperbole , et dans 
I'eqnation de Thyperbole rapportee a ce syst^me de dia- 
metres conjugues , TM' sera Ic coefficient de y — i dans 
regression de Tordonnee correspondante a Tabscisse nnlle^ 
comme onTayu (71). 

CoTollaire. Si Ton observe qne Ct est donble de FM', et 
CT double de CP^ (fig. i34) > on reconnaitra que 

aire CTt = a/x' sin f = 2 aire CPM'N' = a aire ADCD' 

(i5i) , [^fig. i33] : mais 

aire ADCiy = 2 aire ADC = : 

a 

d9nc 

aire CT^ = A X B. 

Done taire duT triangle TCt est egale f, taire du rectangU 
form^epar les deml^xes. 

i53. Probleme VIII. Etant donn4 de position et de granr- 
deur le demi-^iam^tre r^el CM' de I'hyperbole, trouverson con- 
jugud CN de grandeur et de position {^^. i35). 

Le demi-diametre CN etant parallele a la tangente M'T > la 
taogente de Tangle NCP est (142) 



a 

y 



A- • '' 



et consequemment Tequation de CN^ est 
on a d'ailleurs (iSa) la propriete 



CM'— CN = A^ — B% d'oiJi CN = CM' — A" + B» 
=: y* ^ x'^— A*+. B»; 

Je triangle CpN rectangle , donne * 

CN = Cp V ^\ 
^galant ces deux valeurs de CN, remplajant Tordonnee pN par 
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sa valeur (i) et Cp par x, on troure apr^ quelques re- 
ductions ^ . 

Ainsi apres avoir men^ par ie centre de Thyperbole y une pa- 
rallele indefinie k la tangente en M' od aboutit le diametre 
donn6 CM', et porte Tabscisse Cp egale a la moyenne pro- 
portionnelle entre P'A' et P'A, on elevera par p une perpen- 
diculaire prolongee jusqu a la rencontre de cette parall^le 
en N, et CN sera le demi-diametre conjugue de CM' en lon- 
gueur et en pdsitioii. 

Corollaire 7'^ Si dans T^quation (i) on remplace x par sa 
valeur j/a/* — A*, on aura 

y =P^ = -x'; 
de ces valeurs de C^ et pN , on conclut 

Cp X pN = ^ x' yx'«— A^= CP' X P'M' ; 

et -Consequemment Tegalite des aires CpN , CP'M', propri^t^ 
qui trouve son emploi dans le th^oreme suivant. n 

154. Tlieoreme IX. Le carrd du demi-diarrUtre conjugiU 
CN ,. est egal au rectangle M'T >< M't des portions de la tan^ 
gente en M', comprises entre M' et les axes principaux de la 
courbe (fig. i35). 

Les triangles semblables P'TM', pCN donnent 



M'T : CN :: aire P'TM' : aire pCN 

> :r aire P'TM' : aire CP'M' :: TP' : CP' 

:: M'T : m'/, 

en observant que les triangles semblables M'TP', CT^ donnent 
la proportion .. 

CT i.TP' ::Tt: tm', d*ou cp' : .tf :: ^m' : tm' •. 

17 
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done on a la propri^td 

CM'= M'T X ftTi. 
CoToltaire I". Si sur Tt, comme diamitre, on dicrit van 
demUdrconf^oce , elle pasMca par le centre C de I'byper- 
bole , qui est le sommet de Tangle droit : done (G^m. } 

M'C X M'l — M'T X M'( = a*'; 

aiiui k dUFSrence CI entte la troiaicme proportionnelle 

M'l =c jTf;^ et le demi-diametre M'C , eat tine corde dans le 

coxle qui, ajant son centre sor la tangeate M'l, passe par lea 
points T et f d'ioterscctioii de cette tangente arec les axea. 

CoTollaire II. Nont pouvons maintenant. d^crire une hj- 
perbote, connaissant les demi-diam^es conjngn^s et Tangle 
qti'ils font entr'euz. A cet elTet , on portera la troisi^iiae 

^pportionnelle M'l = -^^ sur le premier demi-diam^tre 

M'C, on m^nera par M' nne droite ind^finie M'T* paralUle k 
CN; on ^levera par le milieu de CI une perpendicniaire jii»- 
'ijDa la droite M'Tf , et la circonference d^cdte de oe point 
de rencontre conune centre , avec sa distance an point C , . 
donnera les points T el f ^ui sont sur les axes principanx : 
menant alors les droites CT et Ct , et du point Af sur lenr* 
prolongemens , les perpendiculaires M'P', M'Q, on prendra 
one moyenne proportionnelle CA entre CI^ et CT , une autre 
CB entre CQ = P'M' et Gl, et on aura ainsi les deuz demi- 
axes princip&ux de la courbe. 

1 55. Tbiorime X. La droite MT« men^ du pomt de contact 
M' varalUUmmt a t asymptote CS, passe par VextrdnUti H da 
■diametre ON conjugu^ de CM' (Eg. i36). 
prolongeant Tordonn^e P'M' jusqu'a la rencontre eh L dft 
iptote CS, les triangles semblables CAb, CPh, doiw 
CA : A&. :: CF : FL, et comme Ab= fi , cette pn» 
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portion donne PX = -j- Les triangle* CFL, PTWO, •< 
biablea k cause de M'N paralUle i CS , donnent 

rv : PTa' :: cp" : op', 

c'ea^-dire, 



jy^'—A'y.af.OP', tfoii 

or en prenant 9ur M'N, k compter du point O une longaen 
ON=:CL,et da point N abaissant snr I'axe la perpendi- 
cnlaire Np, les trian^esOpN, CP'L parfaitement^gaux, par 
construction , donnent Op = CP", et retrancbant de purt et 
d'antre la parde conunnne CO , il reste CJj=OP'=V^a:"— A* : 
les monies triangles donnoat anssi ;)N:=PX. = --r-, et on a 

vu Ci53) qne ces cdt^ Cp et pN sont cenx d'un triangle 
rectangle dont l'h}^ot^nuse CN est le demi-diain^tre conjugnt 
de celui qui abontit au point M'. Done, etc. 

Corollaire. On pent done , an moyen des asymptotes , 
d^erminer de grandeur et de position le diamitre conjngnA 
de celoi qui abontit au point M', et cons^qnemment trourer 
la direction de la tangente en ce point M'. 

i56. Tb^or^me XI. La paralUle M'Tit d Casymf>toUCS,est 
divis4e ^alement en O par tautre asymptote CS'(&g. i36). 

SoitCB le demi-^econd axe de I'hyperbole ; laligoe AC est 
fgale et parall^le i CB ; k diagonale AB da rectangle ACBi' 
est paralUle ^I'asymptate CS, et par coDsequent a la droite 
M'N : or I'asyniptote Cb', autre diagonale du m@me rectangle «- 
coupe ta premiere ^galement en Z; done elle coupe de la 
mSme mani^re 0£ en R; done ER^OR', niais k cause de 
ON = CL , par construction (i&S) , et de M'L paralUle a CE. 
on a ON = ftfE ; done ON — OR = M'E — ER , c'e 

NR=ftrn. 

Corollaire I". Si Von prolonge le demi-diamj!tre C 
la rencontre en n d'un« parallele M'n k CS', k 
IIR:=H'R> onaiiraCn= CN :doDc deux pu'alleles 1 
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aux asymptotes^ menees du point de contact, passentpar les ex« 
treniites du diametre conjugue de celui qui aboutit a ce point. 
Corollaire JI. Les triangles RCN , RTM' semblables , a 
cause de CN parallele a M'T^ sont de plus egaux> a cause 
de M'R=RN; done M"t=CN; niais si Ton prolonge la 
tangente TM' }usqu*a la rencontre en t de Tasymptote CS, on 
a aussi M'^ = CN , parce que M'Q = CR , et que d'ailleurs les 
triangles fM'Q et CNR sont semblables , comme ayant tons 
leurs c6tes paralleles : done la tancente Tt est diyisee egale- 
ment au point M' de contact, proposition demon tree (iBfl), 
et consSquemment T< est le conjugue de Nn. 

Corollaire JIL II est maintenant facile de determiner les 
deux asymptotes d'une hyperbole dont on connait les demi- 
diametres conjugues CN, CM', et Tangle NCM' : a cet effet, on 
menera par le point M', la droite Ti parallele au conjugue CN, 
ct prenant de chaque cote du point M' les parties M'T , M't 
^gales chacune a CN , les droites CT , Ct , indefiniment pro- 
longees , seront les asymptotes de Thyperbole qui doit passer 
par le point M'. 

Corollaire ir. L'egalite des triangles RCN, RTM', donnc 
encore RC = RT ; done, en menant d'un point M' a Tune 
des asjTuptotes , une droite M'R parallele a Fautre asymptote , 
et prenant sur la premiere RT = CR, M'T sera tangente au 
point M'. 

Corollaire V> Concevons une tangente T/ parallele a la trans- 
versale HH' f fig. 1 3/), le diametre CM' men6 au point de contact , 
coupera la tangente T^ en deux parties egales en M'; elle 
coupera de m^me la parallele HH'-, mais elle coupera aussi la 
corde GG' ^galement en P (chap. YIII); done HG=H'Gj' 
propriete demontree (149) > et qui sert a copstruire Thyper- 
bole , lorsqu'on a Tun de ses points et ses asymptotes. 

167. Probleme IX. Decrire une hyperbole qui passe par trois 
points donniSy et dont les asymptotes soient paralUles d 
deux droites donnees(&^. i38). 

Soient m, P> n les trois points doimes, et CS , CS' }es 
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atymptotej qui doiveat ^tre paratleles a denz lignei ddtin^es : 
on conn^t lea directiona dea droites md, PG parall^les aux 
asymptotes , de PA parallele a CS , et la position de la 
droite mn. 

Par la propn^t^ fondamentale de ThypeiiKile rapporte« aux 
asymptotes CS , CS', on a 

CQ X Qm = CG X GP, 
CQ , Qm ^tant les coordonn^es do point m , CG et GP cellei 
du point P : de la on d4duit la proportion 
dm : PG :: de : Ge; 
la_ conatruction donne 

PG : aM :: Ge : mM, 
niH I md : ; Nfr : de; 
cesproportionsmultipli^esparordre, donneront , en r^doisanl , 
d'apris la pr^cedente, 

TnN : Ma W Kft : mM, 
d'oA 

Ma X n& = mN X "iM. 
On anrait semblablement 

Ma X Ni = nM X bN, 
ce qni foumit deji un tb^oreme assez remarquable. 
Maintenant la proportion 

mN : Ma :: Ni : TTiM 
donne 

mN — Ma ; Nft — mM :: Ma : niM , 

et en faisant attention que mM^nN(i49 et i56), cetta 
proportion devient 

mn — jna : nb " Ma : Mm ;; GP ; Ge , 
c'est-ardiie , 

j«t : ni ::GP : Ge, 

d'oA Ton deduit 

na — n& : na ;: GP — Ge ! GP, 
c'est-a-dire , 

ai : on :: Pe : PG (i). 
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Si Ton m^ne par n une parallele nfk CS'y coupant PH eh f, 
on aura amsi 

ba*. bm:: Vf : PH (a). 

Cela pos^', m> P^ n etant les trois points donnes, par P 
soient men6es des pai;alleles AH ^ BG anx droites donn^es , et 
consequemment aux asymptotes : soient menees mn coupant 
PA , PB en a et ^ , et parall^Iement aux m^mes droites^ les 
droites me , nf rencontrant en e et f les prolongemens de 
PB et PA; alors les trois premiers termes des proportions 
(i) et (a) ^tant connus^ on pourra determiner PG, PH, et 
consequemment les points G et H par lesquels menant des 
parall^les CS, CS* aux droites donn^es , on aura les asymptotes 
de la courbe dont la construction par points est facile. 

i58. Nous terminerons par la solution de deux questions. 

Probleme X. Un point etant donn4 dans le plan dune 
hyperbole y soit intdrieurement , soil ext^rieurement , on propose 
de jnener par ce point ^ une perpendiculaire a thyperbole ^ 
laquelle le sera a la tangente au point ou aboutit la: plus 
eourte distance (fig. .iSg)* 

M' etant le point donn^ , et M'M la plus eourte distance da 
point M' a la courbe , 11 s*agit de trouver Tabscisse du point M. 
Les triangles ^emblables MmM', PMT donnent 

Mm : BTm :; PM : PT = y^~X l. ^ 

y et X designant les coordosnees AP, PM du point M, et 
x\ y celles AP', P'M' du point donn^ Mf. . Mais la soutan- 
gente PT , pour Torigine au.sommet , est 

T>rp xx + qAx 

• ^- A + x ' 

comme on le trouve en rempla9ant x' par A -f- ^ dans Tex- 

x'* — A* 
pression ;  de la soutangeate pour le centre; done 

X 
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feqnation de Thypeibole an sommet 

j^ = £. (xar+aAa:),. ...(i), 

B* 

ou p = -T- ( iSs ) > devient 

done 



on tire de la 



y = 



:y=5(A + x)(^: 



py^(A+ar) _ p/(A + x) . 

i" — <\ • - /- A I _\ •— l.k — I — J_ # 



A(x+x')+p(A+x)~ JiA+Zr 



apre3 ayoir fait x' +/' = ft , A + p := /. Cette yaleur mbe 
en place de y dans (i) donne ^ apres ayoir pose 





'» = T 


cette equation 


a:4+ flA 


a;^ + 4^711 


-f- am 


+ m* 




— n» 



_ Aft /_ Apy^^ 

— — > » — ""F"' 



oc* 4- flAm* I X — AW = o, 
— 5aAii* 



qui admet au moins deux racines reelles^ I'nne positive, Tautre 
negative ^Alg. , V* sect.) , etjcons^quemment la question admet 
au moins deux solutions. 

ProbUme XI. , TVouPer le lieu des sommets dune suite 
de triajigles ayant la mime base KB, et dont les deux 
angles DAB, DBA , sur cette base, aient ime difference donn^e 
(fig. .140). 

On prendra pour axe des abscisses la ligne MPQ passant 
par le milieu P de AB , et faisant avec la base les angles APQ, 
BPM egaux cbacun A la moitie de la diffl^rence des angles 
a la base : cette droite fera avec DA et DM, les angles 
DQM , DMQ ^gaux : en efFet , QP A = BPM ; et comme chacnn 



1 
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de ces angled est la moitie de la diSereuce D6P , DAP jj 
on aura ' 

DBP — DAP = QPA + BPM , 
d*ou 

DBP = DAP 4- QPA + BPM; 
mais 

DBP = BMP + BPM , 
done 

BMP = DAP + QPA, 
c*est-4-dire , 

DMQ = DQM. 

Abaissons les perpendiculaires BN , AR , DO snr Taxe MQ , 
et soientPO = a7, DO =:^, AR = BN = ft , PR=PjS[=:c: 
les triangles sdmblables BNM, DOM donnent 

BN : DO :: mn : mo , 

d'ou 

DO — BN : DO :: mo — mn : mo = 2L±3f. 

en observant que 

V 

MO — MN = NO =5 NP + PQ = c + x. 

De mfime les triangles semblables ARQ , DOQ donnent 

AR : DO :: rq : QO, 

d'oik 

DO + AR : DO :: qo + rq : Qo = ^^[7^ . 

Mais a cause des angles ^aux DMQ, DQM, on a MO=:^ QO ^ 

et consequemment , 

cy -f- ay ^"^^ 

et r^duisant , 

ay = — Ac , 

Equation de Thyperbolfe aux asymptotes. {Arith, univ. de 
Newton.) 
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CHAPITRE XIV. 

De ia generation des lignei du second degrepar tin-* 
tersection de deupc lignes droites ; de queUfues 
proprietes des tangentes ^ et applications de la 
doctrine des projections a la recherche des prin^^ 
cipales proprietes de V ellipse. 

iSg.OoiENT (Eg. 140 deux droites AM, AlVI assujeties .a 
tourner autour des points fixes A ^t A', sous un angle va- 
riable AMA' : -la nature de la courbe dicrite par le point M 
dependra des conditions auxqu^Ues on soumettra Tinclinaison 
respective des deux generatrices sjlt I'axe des x. 

Nous prendrons , pour plus de simplicite , Torigine ai| 
milieu C de la droite AA', et nous supposerons les coordon- 
nees rectangulaires. Soit AC = A : les droites AM j A'M 
auront pour ^quationa 

^=^(x-r-A), jf = «'(a7 + A), 

# et «b etant le^ tangentes trigonometriques des angles MAX , 
MA^X. La relation entre les cpordonnies du point M sera 
exprimee par 

y = -e«'(x» — A*) =— -»'(A* — a:^) (1), 

«t elle presentera detpc cas , suivant que les facteurs «, «' seront 
de signes contraires ou de m^me signe , c'est-^-dire , suivant 
que le predict m sera negatif ou positif. 

Menons les perpendiculaires LL ^ // aux points A et A^ do 
la di'oite AA^ : nous supposerons d'abord, pour rentn{r^aA9 
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le premier C9$, que les lignes generatrices le rencontrenttou- 
jaars entre LL et // : ces p^rpendiculaires seront , dans la 
aens des x , les limites de la coiirbe entiirement compriie 
entr'elles. 

Posant done, dans ce cas, 

tmmm ^•■*» i^*m _^ 

A*' 

r^qnation (i) deyiendra \ 

Ay 4- B»a:* = A*B», 

c'est-a-dire , celle d*une ellipse dont les axes sont aA et 2tB : 
comme le produit mm est n^gatif , le demi-^ULe B , donn^ par 

3 = A V/;^ (fl), 

* 

eera r^el. Dans le 6bs particulier de m =•— i, on auxait 
B = A 9 et Tellipse deviendrait un cercle. 

On a pour Tellipse (loi) , en observant que « est ^ o , 

« 

en in^me temps que 

B = A |/S7: 

ainsi suiyant que Tune ou I'autre de oes relations 

aura fieu , c*est-4-dire , suivant que Tangle M sera obtus on 
aigu , on conclura de (a), 

B < A, B > A: 

Fellipse sera done d^crite sur son grand axe, dans le premier 
cas , et spr son petit axe , dans le second. " 

La droite A'M s'inclinant de plus en plus , viendra enfin 
coincider ayec A'A> et » devenant z^roj on aura «==:oo , 
c*est-&-direqa*alor8 AM se confondra ayec LL : ainsi A est 
un p(»at de la courbe : on en dirait autant de A^ 
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Qu*oii suppose actuellement le prodnit mm positif , on , ce 
€pu reyient au m^me> les facteurs « et «' affectds du m^me 
aigne : les droites AM et A'M ^tant constamment inclineet 
dans le m^me sens > leur point de concours N' se trouyera 
hors des paralleles LL , II, qui s^x)nt encore des limites de 
la coiirbe^ mais de mani^re que cette coufbe qui d*ailleun 
passera toi^ours par les points A et A'^ ii*aura aucun de les 
points entre LL et IL 

Posant alors 

r^quation (i) deyiendra 

Equation d*une h3rperboIe dont le premier et le second axe 
sont aA et aB. 

Si Ton ayait mm^=z i ^ il en r^sulterait B = A, et llijper* 
bole aerait ^quilat^rale. 

160. On tsait que les droites Cm , Cn (fig. 14a ) , menses 
par le centre de Tellipse , respectiyement parallMes aux cordes 
A'^M , AM, que nous ayons nommees supplementaires , et qui 
coupent ces cordes dans leurs milieux I et k , forment un 
sjsteme de demi^liametres coujugu6s dans Tellipse , et que la 
m6me construction donne ceux de rh]rperbole. 

Soient bpzzzx, pm = y les coordonn^es du point m ; T^qua* 
tion dtt diam^tre Cm paralUle k A'M , sera 

portant cette yaleur dans I'^qnation (1), on en tirera 

done ^ . 

Cm = JC* + /=  J_^, .(4)- 



\ ^ 



.\ 
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Far na calcul semblable , on trouvera 



(5), 



€ft de la 

CmV Or*= ( 1 —!«*') A*; 

d^signant douc par A' et B' les demi-diametres conjugues 
Cm , Cu , et observant que — tut A" = B*, il viendra 

A'* + B'* = A» + B% 

propriete demontree (66). 

Le calcul est absolument le m^me pour Thyperbole , sauf 
le signe du produit tuc', et, pour cette courbe, on est con- 
duit a la propriete 

A'» — B'* = A* — B% 
demontree (7s). 

Les valeurs (4) et (5) de Cm = A'*, Cn = B'* donnent 

or en designant par ^ Tangle M entre les cordes suppl6men-' 
taires , le meme que Fangle entre les demi-<liametres A' et B', 
on a , d*apres I'expression (3) , 



tang® 






V^(i +-')(» + -")' 



mais 



en observant que , pour f ellipse > k tangente « est negative ; 



\, 



■\ 



DES LIGNES DD SECOND DECS£. 37I 

done • 

A'B' sin 9 = A* /—' = AB. 

Le calcul est exactement le m^e pour I'hyperBole. On 
retrouve ainsi . les propriety obteuues par une autre voie 
(Se et 7a). 

161. Si on emploie I'equation (1) sans (danger le signe de 
««', auquel cas elle repr^ente line h}^erbole , on ponrra la 
Biettre sous la forme 



' = -V"-(-?)- 



qui amionce le caractere aajmptotique de cette conrbe , pui*- 
que son Equation tend a se changer ea celle-ci >. 

y = ±.x /«*' , 
a mesure que Vabscisse x augmente ', mais I'absci^e x deve-- 
nant infinie , les droites g^nKratrices deviennent parall^tes , et 
' alors •' = • ; enaorte ^e I'^quation precedente devient 

et elle repr^sente les asymptotes de la courbe (73 et 147). 

16s. Portons I'origine des abscisses au point A' : les equa- 
tions dea deux generatrices A'M , AM seront 

V = »'x , y ^ m{x — aA ) , 

d'oii Ton conclura cette relation entre les coordonneei dn 
point M , 

y = — «*' (oAa: — xx") , 

et, lous I'hypolJiese 

-«= — -f-, dou —0*-=—-, 
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r^qiiation de Fellipse ^a / 

jr = -^ a: + ««a?*: 

la quantity -^ est^ comme on Ta vu (io3)> le parametre de 
I'ellipse , qae nous d^signerons par !xp , ensorte que 

qae Ton suppose « = o , et on conclura de T^quation (a) , 
A3= Q0> ce qui ejKprime le passage de Tellipse a la para^ 
bole (ia4) ; dans ce cas , F^quation prec6dente se change dan.<$ 
celle?ci 

qui est celle lie la parabole dont nous allons nous occuper. 

i63. Solent F^fig. i43) un point fixe pris sur I'axe AX, 
Ff'tms droite mobile assujetie a passer constamment par ce 
point F, Tt une autre droite mobile coupant la premiere 
en M et Taxe, en T : soit menee Tor^onn^e MP du point 
yariable M. Supposons que le mouyement de la droite T^ soit 
116 a oelui- de Ff autour du point fixe F , de maniere qu*on 
ait constamment 

angl. tMT = angl. FTM, AP = AT : 

en posant AF =p» les Equations des deux droites Tt et F^ 
e^ront de la forme 

si 

(0 jr = ax + &, y = a'^x-^p^ (a), 

1^ coordonn^es x ety £tant rapportees k Torigine A. L'abscisse 
AP est la valenr de x, tir^e de I'egalite des seconds membres 
det Equations (i) et (a) : on trouve ainsi 

— AP ~ ^+g> 



arss AP = . 

a "^a 



)a raleur de AT ^ ceUe de x correspondante a j^ =2s o 



\ 
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d^ns (i) : on a done 

a 



on salt d'ailleurs que 

tang FMT = 



a' 



i + aa 



Or suivant les conditions du probl^me , i**. les deux lignes AP 
et AT doivent etre ^galea et de signes contraires ; a*, la tan- 
gente de Tangle FMT doit ^tre egale a celle de FanglefTM , 
c'est-a-dire , ^gale d a, Ainsi on aura entre les trois constantes 
a, a\ &^ les deux Equations 

(3) 7^ = -. , . = fl (4). 

Si done entre les equations (i), (a) , (3) et (4) on ^limine 
a , a\ b , Tequation resultante en x , ^ et p sera celle du 
lieu des "points M , pour toutes les positions des droites T^ , 
Ff, suivant les conditions de T^nonce. 

On ex^cutera facilement cette Elimination , comme il suit : 
on multijiliera Tune par Fautre les Equations (3) et (4) , ee 
qui donnera , apres les reductions , 

ba =: p .(5); 

ehassant les dEnominateurs dans TEquation (3) , et reduisant 
d'apres I'Equation (5) , il vient 

ap = a' (^b-^ap) (6) ; 

eliminant a^ entre les equations (6) et (s) ^ on trouye 

flp(a?— p) = y (6 — ap)....(7): 

SI entre cette Equation et TEquation (i) on Elimine successi- 
yement 6 et a , on obtient 

i8 
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ces valeurs substitutes dans (5) doiment, apr^$le6r^d|icti0pa> 
du premier facteur egale a zero, 6n deduit 

^galit^ qui ne peut ^tre satisfaite que par y == o et a: — p = o, 
d'ou X = p , ce qui donne le* foyer F. L'autre faeteor iffiii 

a zero , c'est-a-dire , 

y^z=z ipx = o , 

represente la parabole* 

i64> L'inclinaison de la droite Tt ^tant donnee , il ne 
peut y avoir qu'une aeule direction de FAf pour l^qu^Ue la 
condition ang. FMT = ang. FTM soit satisfaite : done la droite 
T^ n'a que le seul point M commun avec 1^ courbe , et hii 
est consequemment tangente en ce point ; et cojnme on a , 
par construction ^ 

ang. FMT = ang. FTM = ang. NMT , 

il fa^t en conclure que, dans la parabole y la tangente en 
un point divise eh deux parties egales tangle formd par It 
rayon vecteur et une paralUle a I'apce menee par ce mimg, 
point, Enfin de ce que AT = AP , on volt que , dans cette 
courbe , la soutangente est double de Vabscisse. 

Menons Tordonnee FM' par le foyer F , et par M' la peiineiBr 
diculaire M'N'= MT a qS pe^pendiculair^ a laxe AX : le 
quadrilat^re FMNQ se changera dans le carre FM'N'Q , et la 
tangente en M', qui en sera la diagonale , -viendra passer par 
Q , a cause de FM'Q = QM'N': on awra dpnp 

FM' = FQ = 2AF. 

Ainsi , dans la parabole , tordonnee qui repond au foyer , 
^t double de la, distance de ce foyer au spmmet; la tan^ 
gente a I'extrimit^ de cette ordonn^ , fait OA^ec elle un demi-- 
angle droit , et pqsse par I intersection dff tffJ^ de la courbe 
avec sa directrice. . 



\ 
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* i65. Si Ton d^sijgne par x\ y les ooordoiiii^es d'an point 
qiielconque M > f Equation de la droite TM sera 

y — y = a(x — x^); 

^ubstituant pour a sa yaletur trouv^ (^63) » on aura 

remplajant y* par 4px^, et reduisant^ 

y — y = ^ (X — x'), 

|^*on sait 6tre V^quation de la tangei^e (i3o) , en observant 
qu'ici* nous appelons p ce que nous avons disigne par ^ 
(chap. XII). 

166. L'^quation de toute corde Del paralUle a cette tan- 
gente ^ sera done 

y — ^0:4- d\ 

on bbtiendra les coordonnees des extremites de cette cprde , 
en combinant cette equation ayec celle de la courbe 

y = 4|P.x: 
reliniination de x entre ces deux equations donne 

y — ^yyi + dy = p; 

la somme des ordonnees des extremit^s de la corde est dono 
ay ; la moitie de cette somme , c*^8t-a-dire , Tordonn^e du 
milieu de la corde , est done y = MP *, cette corde a done 
son milieu i sur la parailele MX^ a Taxe menee par le point 
M. Alnsi, dans la parabole, toute parallele a Taxe principal 
est un diametre de la courbe. 

Ce qui precede fait voir combien un beureux choix des 
donn4es^ dans la generation des courbes^ peut faciliter la 
deduction de leurs diyerses proprietes. 

^ 167. Si deux droites touchant continuellement une minu 
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ellipse , se meuvent de manitre que le produit des tangentes 
trigonometriques des angles quelles ferment avec Vun des 
axes, soit constant , le point d^ intersection de ces deux droites 
dScrira une ligne du second degre , concentrique a t ellipse 
propos^e J et dont les axes seront paralltles a ceux de 
cette ellipse : en general ^ cette ligne du second degrd sera 
une ellipse ou une hyperbole , suivant que le produit constant 
sera positif ou n^gatif ; dans les deux cas , le rapport des 
deux axes de la courbe d^crite , sera la racine carr^e du 
produit, 

Soit Ay + B*x» = A*B», 

requation d*une ellipse rappoitee a son centre et a ses axes 
piincipanx : soient de plus , 

y =z ax -^ b , y = o,'x + b% 

les Equations de deux droites quelconques : pour dire que 
chacune de ces droites est tangente a la courbe , on rempla- 
cera dans son Equation , y par sa valeur ax + ^ > et a'x + b\ 
et apres avoir resolu par rapport a x , T equation resultante , 
on 6galera a zero la quantite sous le radical , ce qui don- 
nera ces conditions , 

A*a» + B* = 6% AV* + B* = 6'», 

qui reyiennent a celles-ci , 

A*a* 4- B* = y — oaxy + a*a:», 
AV* -h B» = ^* — aa'jy + d'^'x^, 

' en remplafant b et i' par leurs valeurs tiroes des Equations 
des droites , pour dire qu*elles sont variables de position : 
on en deduit celles-ci 

Qi-A' , B* — y* 

^ A^ — x^ ^ A*— x^ ' 

^A* — X* V^A* — x* ' 

d^otH Ton Yoit que les yaleurs de a et a* sont les deux racinei 
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^ rune de ces Equations : done 

-'=1?^ (^)- 

Si Ton suppose le produit aal constant et negatif y la relation 
(i) aera 

y + caV = B» + a£/A» (2) , 

Equation d*une ellipse concentrique a la premiere, puisque 
-l*origine de^ coordonnees est restee la meme , et dont les 
demi-axes A' et B' qui ont m^me direction que les axes pri-- 
mitifs , sont donnes par 

A'»= ?1±42!£ B'- = B* + aa'A^...(3), 
aa 

yaleurs de a: et de ^ deduites de {'a), sous les hypotheses 
y = o et x = o : le rapport de ces axes sera 

— , = y aa. 

Si Ton suppose, au contraire , le produit axi constant, mais 
positif , Tequation (1) deviendra 

y _ aalx^ = B* — aa'A* (4) , 

Equation d*une hyperbole concentrique a Tellipse propos^e, et 
dont les demi-^es A' et B' suivant les o^emes directions que 
les axes primitifs , sont donnes par » 

A'» == — ?!z:^^ B'* = B» — aa'A» ; 

•' aa 

d*oii Ton d^duit ce rapport de« demi-axes > 

A' *^ ' 

en observant que des deux quantit^s A' et B', Tune est rielle , 
et I'autre est imaginaire. 



168. Si ton eongoU deu^ tangentesd TelUpsBdB Fdquati&M 
(a), mobiles comme les premUres, et assujdties aux mimes^ 
conditions quelles, rintersection -de ces droites d^crira une 
troisiime ellipse de laquelle , par le mSme procdddy on ddduira 
un^ <lu€Ltriime ellipse, et ainsi de suite. Cela pos^ , 1*. touted 
les ellipses construites sur lapremiire , serontsemhlables entre 
elles, concentriques , et leurs axes auroni mimes directions 
que les siens; a*, les aires de ces elUpses formeront-nine pro^. 
gression dont le facteur constant sera ==a; 3'. les deux 
tangentes dont Pintersection . ddcrira tune quelconque de ces 
ellipses , seront continuellement paralliles a deux cordes suppl^'- 
Tnentaires de F ellipse qui la pric^deta immddiatement , dans 
Hordre de leur generation successive. 

Si a Fellipse de requation (a) , et dont les axes sont deter- 
mines par les equations (3), on mene deux tangentes , de 
maniere que le produit aa' soit le meme-en nombre et en signe ^ 
la courbe decrite par I'intersection de ces tangentes , sera une 
ellipse dont les demi-axes A" et B'' ser<mt donnes par 

aa 
mettant pour B'* et A'* leurs valeurs (3) , il viendra 

^,,,^ajCBM:WA^)_^ B''-=a(B* + aa'A«) = flB'\ 

aa ^ ' 

Si j suivant les memes conditions , on cherche le lieu de I'in- 
tersection de deux tangentes menees a cette troisieme ellipse^ 
on en determinera une quatrieme pour laquelle on aura,. 

A** = aA"% B"« = aB"% 

et ainsi de suite : done 

; ; B' B" B* 
V/aa = ^ = p = -^ = etc. 

Les demi-axes £tant dans le meme rapport^ la pFemiere partie' 
de Tenonce est d^montree : pour prouye]|^ la seconde^ il £a(at> 
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admettre oetteprop^itbnqae nousdemontreronsincessatmnent, 
sayoif, que Taire de Fellipse est ^ale a tr. A.B , r d^signant 
la circonftrence dont le diam^tre = i , et A et B les deux 
demi-axes : on a done pour les aires des ellipses successives » 

^-.A'.BS ^r.A^B^ TF.Air.V, etc., 

c*est>4-dire , 

w.A'.B', Qjr.A'B', 49r.A'B', Sw'.A'B', etc. 

B'* B** 

Kpfin les relations aa' = pj = -r-j^ = etc. conViennent aox 

cordes suppl^entaires paralUles aux tangentes (106); en 
obserrant qu'ici le produit atf^ est negatif. 

169* Considerons quelquescas particuliers. Soit 1*. ai/^=«*-i; 
cette substitution faite dans ( 1 ) , et qui revient k celle de 
oa' ;= 1 dans (a) ^ donne 

y + x« = A* 4- BS 

d*o^ Ton conclttt que si Us deux cSt^s Jtun angle droit mo^ 
bile, sont continuellement tangens d une mime ellipse, son 
sommet dicrira un cercle concentrique d cette ellipse , et ayant 
pour rayon la carde qui' joint tune des extremitis du grand 
axe a Fune deiextr^mites du petit: 

Soit, a®, aa' ^==1+ 1 : requation(4) deviendra 

y» — x* = — (A* — B»). 

Ainsi le lieu des points d^ intersection des deux tangentes mo^ 
biles , est une hyperbole ^quilat^, 

B* 
Soit , 3®. aa' = — : T^quation (1) donnera 



A 

B 
A 



y = =!Z -^ X 



c*est-a-dire qu'on aura pour le lieu geomitrique cbercb^ , les 
diagonales du rectangle des axes. 
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170. Enfin, pour la parabole^ on serait conduit a ce theor^me : 
Si deuaf droites mobiles touchant continuellement une pa-* 

rabole , se meuvent de jnaniire que le produit des tangerUes 
trigonomitriques de leur inclinaUon d Vaxe principal de cette 
parabole , soil constant y le lieu des intersections de ces deux 
droites , sera une droite indeflnie perpendiculaire d cet axe , 
laquelle deviendra la directrice de la parabole , si les deux tan^ 
gentes sont constamment perpendiculaires Vune a F autre, 

171. On peut encore appliquer la doctrine des projections 
a la recherche des principales proprietes de Tellipse (*). 

Concevons un cercle dans un plan quelconque non hori-^ 
zontal y et par le diametre horizontal de ce cercle y faisons 
passer un plan horizontal sur lequel le cercle se projette par 
des perpendiculajres : tout diametre de la projection , est la - 
projection d'un diametre du cercle. II s*agit d'abord de trouver 
Tequation de la courbe de projection du cercle. 

Designons par a le rayon du cercle , par 6 Tangle entre 
son plan et celui de la projection horizontale : si par le 
centre du cercle , on niene un rayon perpendiculaire au dia- 
metre. horizontal ^ sa projection horizontale sera evidemment 
acosfl, que nous designerons par b, Prenons Torigine des 
coordonnees an centre du cercle , le diametre horizontal pour 
axe des a: , et la projection horizontale a cos d pour axe 
des y ; ces deux axes seront a angles droits dans la courbe 
de projection : or, a: et j^ etant les coordonnees d'un point 
quelconque de la courbe de projection, celles du point cor- 

respondant de la courbe projetee, seront x et • -ky eu ob- 
servant que les deux points correspondans des deux courbes 
ont m^me abscisse , et que Tune des ordonnees est la pro- 
jection de Tautre. Or par la propriete du cercle, on a 

a^ + -1-r z=z a» , d ou x^cos^fl + y* = a^ cos* fl , 
cos*9 -^ 



{^) \oyez les notions doonees 4ans le seizt^me chapitre. 
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ct en multipliant par a% 

a*a:*cos*fl + q^y* = a* cos*fl : 
rempla^ant a*co8*fl par 6*, on trouye enfin , 

Im projection horizontale dun cercle est done une ellipse. 

172. Si dans Tellipse on mene sous une inclinaison quel« 
conque , tant de cordes paralleles qu'on youdra , les cordes 
du cercle dont elles sent les projections , seront aussi paralleles ; 
ces dernieres auront done leurs milieux sur un m^me diam^tre 
perpendiculaire a leur Erection commune, et les tangentes 
aux extremites de ce diam^tre , seront paralUles a ces Qordes 1 
les projections tant de ce diametre que des tangentes , seront 
un diametre et des tangentes a I'ellipse : ce diametre de 
Tellipse passera done par les milieux des cordes paralleles , 
et les tangentes a ses extremites seront paralleles a ces cordes. 
£n effet^ GR (fig. i44) ^tant Tintersection du plan du cercle et da 
plan de Tellipse , mn une corde dans le cercle, M son milieu, 
mfn la projection de mn, M' la projection de M, les cordes 
mn, m^r^ se rencontrent en R , et il est clair que M' est le 
milieu de w!v! , comme M est le milieu de mn. De cette pro- 
priete resulte le moyen de determiner le centre d'une ellipse 
(86). Keciproquement tout diametre de Fellipse coupe en deux 
parties egales un systeme de cordes paralleles. 

Parmi toutes les cordes paralleles qu*un m^me diametre de 
Tellipse partage egalement, il en est une qui, passant par le 
centre , est elle-meme un diametre : les diametres du . cercle 
dont ceux-la sont les projections , ^tant perpendiculaires entre 
eux , les tangentes aux extremites de chacun d'eux, sont pa- 
ralleles a Tautre * il en est de mime des projections de ces 
tangentes a Tegard des projections des diametres. Pihm\,dans 
r ellipse , un diametre etant men4 arbitrairement , on en pent 
toujours mener un second ^ de maniire que les tangentes aux 
extremites de chacun deux , soient paralleles a [autre. Deux 



diamtoes aan$i disposes et dont chadim partage tm Aeusi 
parties egales les cordes paralleles a I'autre^ sont nomrn^ 
diam^tres conjuguds. 

Pour que deux diam^tres conjngu^s de Tellipse soient ^gaux 
entr'eux y il faut que les diam^tres rectangulaires du cercle , 
dont ils sont les projections ^ soient egalement inclin^ sur le 
pla^ de TelUpse ; ils doivent done ^tre Egalement incKnes a la 
commune section des plans des deux courbes. De la on conclut 
^e les deux diam^tres conjugues ^gaux de Tellipse , doivent 
toe dirig^s snivant les diagonales du carr6 circonscrit dont 
deux cbtis opposes sont paralleles , et les deux autres perpen-^ 
diculaires au grand axe de I'ellipse. Done y dans Fellipse , les 
diam^tres conjuguds dgaux , sont diriges . suivant les dictgo^ 
nahs du rectangle circonscrit dont les cotds sont paralliks 
aux deux axes (67). 

173. Nous d^montrerons dans Tim des cbatpihres sviyans , 
que Faire de la projection de toute figure plane sur un plaa 
lading au sien^ est 1« produit de Taire de la figure qa*on pro« 
jette , par le cosinus de Finclinaison des deux plans. 
. Soit circonscrit a Tellipse un parallelogramme dont les c6t6a 
soient paralUles a deux diametres confugu^ : ce paraU^lcv* 
gramme sera^ comme on Fa demontr6 » la projection d'un 
^arr^ circonscrit au cercle : Faite de ce ctttri 6tant 4^, celle 
du parallelogramme sera 

4a* cos S = 4^b = aa X 2& J 

a cause de a cos fl»= 6 : ce qui ram^ne a la propri^te demon- ' 
tree (66). 

L*aire du cercle est 7ra^ : ainsi en designant par £ Faire 
de Fellipse^ on aura 

E = wa* cos 9 = '^ab = «• ( i^aSy. 

Uaire de F ellipse est done egale a celle dun cercle dont le dion 
mitre serait moyen proportionnel entre les deux axes. 

174* ^^^ u^c d^to de cercles situis dans des plans diffi£-« 



k 

^ 
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rens , et se coupant tous suiyant un diametre commun : si on 
les projette sur un m^miQ plan quelconque passant par ce 
diametre , leurs projections seront une suite d'ellipses ajant 
le m^me grand axe. Soit pris cet axe pour axe de^ abscisses : 
si , pour une abscisse quelconque , on m^ne les ordonn^es eor^ 
respondantes de tous les cercles , les projections de ces ordoiH 
ii6es se confondront en une seule droite qui sera une ordonn^ 
commune a toutes les ellipses; que ptf les ^xtr6mit6s dea 
ordonn^es aux diif^rens cercles , lesquelles r^pondent a une 
m^me abscisse , on m^ne des tangentes a ces cercles , ces tan- 
gentes iront toutes se terminer au m^me point du prolonge- 
Bient de leur diametre commun (^)y on du gry d axe des ellipses ; 
et les projections de ces tangentes , qui seront des tangentes 
aux ellipses^ concouiront aussi en ce point : propri^^ dimonr- 
tree (io5). 

On pourrait encore deduire de ces considerations^ grand 
iiombre d'autres propri6t6s demontrees par une voie bien diffe- 
rente dans le chapitre des proprietes de I'ellipse , et particu- 
li^rement celle-ci : que F^quation de I'ellipse, rapport^e 
k un systeme de diametres conjugues , est de m^me forme que 
liquation aux axes. 

175.^ On voit dene eombien la doctrine des projectipns est 
propre a simp}|fier la demonstration d'un grsnd nombre de pr(^* 
positions de Tellipse , ce qu'on pourrait dire encore de plusieun 
propositions de g^ometrie. 



(*) Si on a plnsieim cercles concentriques , snr chacnn desquels on 
l^renne nn poiat f^pondaBt h la mime aUciase, et si & efaacun de ces pointa 
on mhnt une tao|[ente et mxe normale, comme les normales toui toutea 
aboatir au centTe , les tangentes iront necessairemeBt passer par nn m^me 
point do prolongement da diametre. 
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CHAPITRE XV. 

Des courbes qui resultent de la section J^un cone 

par un plan. 

176. Xjes anciens ont donne aux trois courbes que nous 
Yenons de considerer , le nom de sections coniques , parce qu'on 
obtient ces courbes en coupant un cone par un plan ^ sous 
dilFerentes positions. 

177. Une surface conique est une surface eiigendree par une 
droite assujetie a passer constamment par un point fixe , et a glis- 
ser le long d'ui;ie courbe nomuiee directrice : la droite se nomme 
g4niratrice de la surface. Le cdne est dit circulaire quand 
la directrice est un cercle. Le prolongement de la generatrice 
au-dela du point fixe, par rapport a la directrice , engendre 
un autre c6ne oppose par le sommet a celui que nous yenons 
de considerer. Le point fixe qu'on nomme sommet y est dit 
aussi centre de la surface ^ et les surfaces coniques opposees^ 
se nomment nappes. 

Parmi toutes les surfaces coniques engendrees comme nous 
venons de le dire, celle qui a pour base un cercle, et dont 
Taxe , c*est-a-dire , la droite qui joint le sommet au centre de 
la base , est perpendiculaire au plan de cette base , est dit 
c6ne droit. C*est le seul que Ton considere dans la geometric, 
Le cdne que nous allons supposer ^ est un cone oblique a base 
circulaire, ' . . 

> 

178. Soient (fig. i45) le cone SATTON' et ANBN' la circon- 
f^rence de sa base ; imaginons par Taxe SC du cdne un plan 
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SAB qu'on nomme plan par I'axe , et que nona snpposeronj 
perpendiculaire au plan de la base qn'il conpe suiyant BA , et 
perpendicnlairement a ce plan , tin antre pTan qui coupera la 
niiface conique aniyant la coiirbe EMDM' : le plan coupant et 
le plan de la base ^tant perpendicnlaires au plan par I'axe , 
rintersection GKH des deux (wemiers plans , est perpendici^ 
laire au troisi^e SAB ( G^m.) 

Si clans le plan par Taxe SBA , et par le point D dans lequel 
le plan secant du cdne rencontre I'ardte SB , on mtoe une 
paralUle DI i I'ar^e SA, le point K pent se trouyer k gauche 
dtt point I y se confondre ayec lui , ou rester k sa droite. Dans 
le premier caSi il est yisible que le-plan coupant doit rencon- 
trer I'ar^te SA en un point E^ par exemple ; on yoit de plus^qo* 
ce plan coupant laissera au-dessns de lui j le cdne oppos^ au 
sommet k celui que nous considerons : ainsi la oourbe sera fer- 
mee : c*est celle que nous allons d'abord consid^rer. 

1"*. Si par un point quelconque M de la courbe EMDM'^ on 
m^ne un plan paralUle k la baae du cdne , la section sera un 
cercle MoM'i qui coupera- la courbe en M et M'^ et le plan 
par Taxe suiyant aby diamitre du cercle dont le centre est la 
rencontre de a& et SC : Tintersection £D du plan de la courbe 
par le^ plan SAB et le diam^tre aby se couperont en un point P 
qui sera; en m^me temps^ sur les plans de la courbe et du cercle , 
et cons^uemment sur leur intersection MM' : or la droite MPM' 
paraUile a GKH , sera perpendiculaire k SAB , el cons^nem^ 
ment aux droites ab et DE ; et comme MP r= M^P, quelle que 
soit la position du plan de la section circnlaire entre les points 
D etE, il s'ensnit que DE sera Faxe de la courbe EMDM^ 

Par la pn^ri£t6 du cercle ^ on a 

« 

MP*= aP X Pi ; 

d*oik nous allons dMuire I'^ation de la oourbe. Si Ton 
prend pour origine des coordonn^es de la courbe ^ le milieit 
O du diam^tre £D^ cette droite pour axe des abscisses x, et 
une parallile par O k MMf, pour axe des ordonn^es y, ^d 
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Ton d^igne D£ par aA, on aura* 

EP = A + 0? , DP = A — or. 
Or left triangles semblables aPE y A£R donnent 

aP ; EP :: AK : EK , 



d*oi^ 



^ ** EK^'*'**'^^' 



Its ttianglea semblables DP& ^ DKB fournissent la prdportioa 

ip : DP:: bk : dk, 

d'ou 

«t Qoiis^qiietiUB«it , 

Or les ligiies AK , BK ^ EK, DK sont eommes et oaloukblee ^ 
pnisqn'elleft d6pend<nt dies diinensioDs du od&e qui est donne ^ 
et de la posMon dn plan coupant. liquation ( i ) est celle 

d*une ellipse rapportee a aes axes , «|r =^ representant 

le rapport entre les carr^s des demirraxes , eomme on pent s'en 
lusurer , en faisant dans ( i ) , o^ == o ; et d^signant Tordonn^e 
^orrespondante par B"^ ; d'oi& U suit ^ en effet^ que 

AK X BK _ B^ 

EKxDK^A** 

Si Ton fait 

AKX BK _ 

EK X DK -^ ' ' 

y Equation ( 1 ) deVlendra 

f^h-^X^ (a)i 
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or de rhypothese precedente ^ resulte la proportion 

KA : KE :: KD : KB; 



• 



d'oii Ton concfait que lea deux triangles £KA^ DKB oat ua 
angle ^gal en K compris entre des cdtds proportionnels ^ et 
qu*ainsi ils sent semblables : done Tangle ' A£K est ^gal k 
Tangle B ; done aussi Tangle S£D est ^gal a Tangle B : les 
droites AB ^ £D sont alors dites antirparall^les ; et , sons cette 
position , ]a section est encore un cercle , comme Tannonce 
la forme de T^quation (a). 

2°. Si le point K se confond avec le point I (fig. 146 ) , 
le plan coupant , toujours perpendicnlaire aa plan SAB par 
Taxe , est parallele a Tar^t^ ASA' ; il ne traverse pas le cdne 
SAB , et il ne rencontre pas son oppose ; ainsi la section est 
une courbe limitee dans un sens > et indefinie dans Tautre. . 

Si Ton fait la m^me construction que dans Je cas prece- 
dent ^ on aura de m^me » 

aSp*=: aP X P^ = AK X P6 ; 

prenant Torigine des coordonnees en D, et faisant DP==x, 
MP = y, les triangles semplables DPJ^ ^ DKB donneront 

jp : DP :: bk : dk, 

d'oii 

AK , BK ^_. 

Equation connue dVne parable rapportee a son axe principal. 

3**. Le point K etant a droite du poiitf I (fig. 147) , le* 
plan coupant rencont;re le c6ne oppose au sommet ; et comme 
il ne pent rencontrifer les aretes SA et SB', la section^ est 
une courbe composee de deux branches indefinies. En fai- 
sant toujours la m^e construction, prenant Torigine des 
coordonnees au point 0> milieu de DE, faisant DE:=aA, 
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OP = X , MP '=■ y y on a toujours 

jjj^ = aP X *P ; 
mais les triangles semblables aEP , A£K donnent 

aP : EP :: ak : er; 

» 

et les triangles aussi semblables 6DP ^ BDK donnent 

iP ; DP :: BK : DK; • 

ct comme E!P = A + -^ » DP =2 x — A, on deduira des deux 
proportions precedentes y 

^ AK. ^ . » ^ »*v Biv ^ « V • 

«P= E|4^(« + A), iP = gj^(x — A), 

I 

et consequenunent^ 

AK X BK , „ ... .-. 

mais pour a: = o^ Vordonnee^ eat imaginaire ^ et consequem- 
ment d^ la forme B V^— 1 ; done 

ensorte que I'^quatioii pr^cedente devient 

B" 

qu*o& sait 6tre a Thyperbole rapportee a ses axes. 

Nous donnerons a la £n de ce Traite, dans le chapitre 
ies Surfaces , une solution analytiqtie de la m^me question. 

Ces quinze chapitres forment la premiere partie de Tou- 
trage dont la seconde se rapporte a I'espace. 
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CHAPITRE XVI. 

£lemens de position dun point dans tespaoe ; nota* 
tatipn algebrique de ces Siemens. Equations de la 
ligne dfvite dans Vespace. Problemes, 

» 

179. i^oiENT (Eg. 148) trob droites fixes on axes AX, 
AY, AZ J dont chacun soit perpendiculaire an plan des deux 
antres en A : chacun des plans Z AY , ZAX , XAY sera 
pareillement perpendiculaire aux deux autres : ils formeront 
done les trois faces d'un paralUlepip^de rectangle , et Tangle 
aolide tri^dre A. Nous supposerons les plans ZAX , ZLAY yer-* 
ticaux^ et le plan XAY horizontal. 

Qu*6n se repr^sente un point M dans Tespace entre ces 
plans > c'est-a-^re, en de9a du plan^XAZ , a droite du plan 
ZAY y et au-dessus du plan XAY , et.qu'on imagine de M des 
perpendiculaires MM'> ViWy MM^' sur ces trois plans : ces 
perpendiculaires mesureront les plus courtes distances du 
point de Tespace k chacun de ces p^ans. Les plans menes par 
les perpendiculaires MM' et MM*', JIM' et MM*, MM" et 
MM* fermeront le parall61epipMe , et le point de I'espace 
sera le sommet d*ttn angle solide tri^dre 6ppos^ a Tanglai 
solide triMre A. 

La distance MM' est en longueur yraie mNP ou Am' ; la 
distance MM'' est 6gale k Ww!* on a Am ; enfin la distance 
MM* est 6gale k Kwt : ainsi les trois distances du point M 
aux trois plans coordonn^ , se retrouvent en Am , Am', Am* 
sur les trois axes , a partir de Torigihe A : ces m^mes distances 
sont encore Am, mMT et M*M ; ensorte qu'en part;ant du point 
A , on arrivera au point M de I'espace , en prenant , i**, su^ 
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AX , une longueur Am , egale a la distance du point M au plan 
ZAY ; a^. sur la parall^le a AY men6e par m > une longueur 
mM* ^gale a la distance du m^me point M au plan ZAX-S 
'3°. sur une verticale men6e par M^, laquelle est parallele k AZ , 
une longueur ATM 6gale a la distance de M au plan horizontal* 

Les points, M'^ M'', M* pieds des plus courtea distances du 
point M aux trois plans , se nomment projections verticales 
et horizontale; verticales ». lorsqa*il s*agit da M at M' ; horie 
zontalei, Iprsqu'il s'agit deM". 

Deux de ces projections suf&sent pour retrouyor le point : 
en efFet , les perpendiculaires eley^es par chacune duelled ^ aii 
plan qui la contient^ se coupent dans le point de Vespace. 

La troisieme projection resulte ^yidemment des donn^es dos 
deiof. autres : ainsi on conclut la projection M*x par exempl^ ^ 
des projections donnas M^ et M". 

La position d'ua point de Tespace ^ est .done compUtemMait 
definie par ses distances aux trois plans rectangulaires de pro^ 
jection y ou par deux de s^b trois projections sur ces plans, 
lesquelles impliquent ces trois distances : nous noterons d'une 
xnaniere at^r^gee ces trctb elemens de position du point M > 
fiayoir> Am , mM* qu Am", M"M ou Am' par les lettresx^ 
y et z y qui rappellent les axes sur lesquels , ou parall^ 
Jement auxquels elles sont compt^es ; nous designerons encore 
abr^viativement , leplanXAY par (pcy) ^ le plan ZAX par (xz)^ 
et le plan ZAY par (zy). 

180. Supposons maintenant que a, I? y c soient les dis* 
tances elFectiyes du point M aux trois plans de projection} 
nous rappellerons par ces formules , 

a? = «> y T=: b y 2 = c, 

que la distance a doit ^tre portee de A en m sur Foxe AX-, 
que la distance b doit ^tre port^e de A en m" sur Taxe AY^ 
ou parall^lement a cet axe de m en M'^; que la distance c 
doit ^tre portee de A en mf sur Taxe AZ > qu d^ M* en AI 
sur la parallele a cet' axe. 



\ 



Le systime dear formules 

X = a- 'y it = c y 
XMle la positiok da la projection ^IMT; celui des formules 

y = b , z = c, 

i  * 

note la position de M"^ et ces detDc syst^mes suffisent : aussi 

comprennent-ils les troi« distances^ * 

Pour un point situ6 dans le plan horizontal ^ on a 

\ 
a =? o , a? =3 a , y z=z i', 

fom on poiat situ^ daas le plan ZAX, on a ^ 

y = o , X = a , z^b\ 

. po^ fn point daoB le plan ZAY, on a 

X = O , y t:^ h y Z zrz C. 

Un point de I'axe AX est j^ot^ par 

un point de Taxe AY ett note par 

> Z3=0, xcnO, y=:D*, -; 

im point de Ta^te AZ^ Test par 

eoSn , i'origine A est rappeU^par 

' i8i. CcJnsM^rons (fig. 148) les trois plans RUVTmiVP', 
MMym^M*, MMWM" respedivement parallMes aiix plaiis 
^ooidonn^ (ay), (207) , {yx) : tout point du premrer plan, ft 
^consiquenuuenl: ce plan Ini-tn^me est not^ par * , 

piusque tf e9t la diataoce commune de diacttti de'^ ie^ p6i)its 
9ifi plan <^«) : le tecond plan est not^ p^r 

19 
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le troisitoie Test par 

Cea trbis plans iStant donnas ^ on a le point M qui est con* 
is^gaemment d^fini par le syst^me des trou fonnules 

ainsi que nous Tayons vu plnahaut. 

182. On obseryera qu*il se forme nutonr du point A, bait 
angles tri^res , et que le point que Ton consid^ pent £tre 
dans chacun de ces huit angles : ces po^itioins sont indiqu^ 
par lea signes des coordonn^ A a, b et c : si Ton d&igne par 
AX', AY', AZ' lea prolongemens des axes AX, AY, AZ; 
et qu*on indique par MZYX , la position 4a point M dan* 
Tangle ZYX > et ainsi des autres , ort aura 



pour 



MZYX ' 


X sss Oj 


. y= h. 


« = C f 


MZY'X 


X =^ a, 


y^-K 


2 = C 


MZY'X' 


X = — a, 


y = ^b, 


« == C 


MZYX' 


X == — a, 


y= h> 


••« = c 


IhZ'YX 


> 

X = a, 


> y= b. 


ZT=1^^ c 


MZY'X 


X r= a, 


y^-b. 


» = — ^ 


MZ'Y'X' 


X == — - a, 


. J^ = -6, 


\ 


MZ'YX' 

4 


X = — a, 


r y — b, 


a = — c 



i83. Consid^rons maintenant une ligne droite AB (fig-*i49) 
fiituee d'une mani^e quelconque dans Tespace , et un plaj^ KL 
qui soit celui de la plancbe : si de tons les pomts M, n,^ 
0y etc„-*«N de la droite, on con9oit des perpendiculair^ 
•ur le plan KL , la serie M^ n\ p\ . . .19' de leurs pi^s , sera 
une ligne droite ab qu'on nomme projection de la droite 
•IN. Si le plan KL est horizontal , la droite M'N^' sera dits 
projection horizontale de MN. Mais on observera qu*il ^ufBt 
de projiter sur KL lea ex^^mit^^ M et N de MN , puisqu'en 



runs Vtakct, st^ 

jqignant ces projectioiu H' et N', on a encore U projection de la 
droite de Vespace. 

Le plan MNN'Af s'appelle plan projetant , et KL ae nonme 
plan de projection. Le plan projeUnt d'nne droite est done 
celui qui , pauant par cette droite , est perpendiculaiie *a 
plandeprojectioii', ensorteqne rintersectiondecesdenxplanSf 
est la prelection da la droite. 

ATN' est la projection commune snr le plan KL de tonte 
droite sitn^e d'une niani&re ^elconqne dans le plan projetant 
MNN'M', et comprise entre lea peipendicnlaires extremes 
MH' , NN'. On ne pent done concliKV una ligne de I'eapftM 
de la Ante donn^e d'une projection. * 

i8i4* Snpposons toujours (fig. i5e) le plan borizoiital KL, 
puis on plan PQ qui Ini soit perpendiculaire : soit one ligne 
MN dans I'espace, au-deasns.de KL et i droite de PQ-, HBS*. 
NN* £tant denx rerticales on deux perpendicul aires snr le plan 
faorizontal , M'N' ssra la projection horizontala de HN : de 
mAme , les lifpiea MAT, NN' ^tant perpendiciilaires bid: le plaa 
PQ , M'N' sera la projection verticaU de la mime droite MN, 
Maintenant si par M'N' on laiat on plan perpendicnlaira k 
KL, et par ATN' on plan perpendiculaire i PQ , Vintenection 
de ces deux plant projetans , sera la droite HN de Fespace. 
Les doui^ des denx projections d'nse droite sur denz plans 
fwrpendiculaires I'un a I'aiitre , snffisent done pour d^Enir la 
4x)ite , c'eat-i-dire , pour la {aire retrourer da position et de 
longueur dans I'espace, 

Dans la pratique, la projection H^ne se trace pas rarun plan 
qui soit r^ellement vertical ; on coufoit que ce plan ait tonm^ ao- 
tour de aa base PP', jusqu'i venir a'appliquer anr VVYJJ ; alors 
les points M' et N' ae rabattent aur le plan PP'KL' en dicriTant 
des circonf^rences des points m et n, conuxie centres , avec 
lea rayons mHif, nN' peipendiculairea en m et n A I'aze PP' 
de rotation : ces points vienneiit done se.placer en A^, N* snr 
Ia proloageiBbu dfl S'n, M'm peipfndionlairee i tV. 



>.Oii pedt sopposin: un troisi^me plan men^ par.PH'^P^Q^ ^ 
et snr lequel on ait aussi projet^ la ligtie MN.   ' \ 

'i95. Ainsi AX, AY, AZ (fig. i5i) ^tant trois axes dont 
cfaacnn est perpendiculaire au plan des detii^ autres , et (pii 
dSeterminent deux plans verticaux et un plan horizontal > on a 
e!i M'N', M*N* les deux projections verdcales de la dfoite , 
ct en NTVi* sa projection horizontale. 
« L'une quelconqne de ees troii projections est la cons^qnen^e 
diss deux avtres : ainsi, par exemple, ^tant donn^es les deux 
prcrjectloiis yerticales N'M', NlVP, et le plan ZAY' ftant 
dons le prolongement do plan ZAX qui est perpendicidaiir^ 
au plan horizontal XAY , on supposera ~}6 plan JSAY^ , ^ 
ainsi que le plan horizontal , en position yraie : alors les axes 
AY, AT coincideront en un seul perpendiculaire en A anx 
axes AX, AZ ; les pi6s n", m" des perpendiculaires abaiss6es 
de F" ct M* sur Taxe AY', viendront en »*, m" surVaxe AX , 
aux fn^nles di^ances de A : si par ces deux dernien points on 
jhkne des parall^les ti^N*, in'^'MT i I'axe AX, et par w*', i»t*de* 
patalUles ii"W*, m^M" a I'axe AY, on -aura en H"Wr la pro-" 
}ection horizontale de la droite. 

*La droite d^ Tespace, que nous appellerons MN, les deux 
perpendicttlaires abaiss^es de ses extr^mit^s M et N snr le phui 
boridxmtal , en M** et N", lesquelles soht )*espectiTement (gales 
d Mm^yVfn'^y etla projection horizontale M*T^, fonnent un 
tt«peze dont le plan est Tertical , et qn'on pent rabattre sut^ 
1^ plan horizontal, en le faisant tourner autour de sa base| 
M*'N"' : ce trapeze ainsi rabattu , est MTTWM. Si par M on 
mene Ji^ parallel© Mp a M*N*, on aurft 

V =(NV— M'7n.'*y+ M^* 
= (A» — Amy-f. WW\ 
Que par W on mene PT/ parallele a A^^ , oh aura 
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M'JS" .=? Wn + WV PS (Am'— Aitf )»-*-.< Aa"«. A■l|')^i 



DAKS L^ESPACt. 






Dqiic 

Soient An*=x^, Anr=x\ An''=y, Am*=y, Anrra", 
Ato = xf, et on trouvera 

MN= |/( z-^_ ft')« + (y«_y )« + (x'—7f. 

Ainsi la. distance. MN est ^nonc6e an moyen des didtancea de 
ses eidtetnit^s au± plans rectangulaires. 

Lorsque [le point M est en A^ c*est-4*dire k Fotiglne , 
ea k of iszo, y xscOyz' s=io^ et 

186. Nous ayons vu que de denx des trois projections d*une 
droke > on pouyddt conolure 1ft position de la droits dan^ 
f Mpaov 2 ainsi V^eqoation d'une droite dans I'espaee , seta !• 
Ayst^nM des Equations dt deux de ses protections* Soietti: 
done ( fig. 16s) RL, KU lee projections d*ifn« droite stv'le* 
^asl' ZiAX , ZAY' on ZAY , ea position yraie , et oonsid^ 
Tons un point quelconque de oettt droite ^ ]^jet6 en M' «t 
M'' : on observera que le4 perpendioitltires menses de M' et 
M' suir TAxe AZ > doiv«nt Id rencontrer en nn m^me point P, 
ensorte qte. Ip second plan Tertical £tant rab^ttu en ZAY' 
sur le prololigement de ZAX , les perpendiculaires MT , AfP 
ne forment plus qu'une droite perpendiculaire en P i Taxe AZ* 
Imaginons pat R et E' des parallMes a Faxe J^, et d^si-^ 
gi^oos par a et ft les tangentes trigonom^triqnes des angles 
WRp, MTiy, et par « et f les distances AR, AR'. La 
droite de I'espaee ^tant donn^e > on connait ses ^l^mens de 
position tt, C , a et b y lesquels doivent entrer dans son ^ua- 
tion. Or on a 
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S9? iqvinoNS p'une dhoite 

Maii - 1 

pM' = PM' — Pp = PM' — AR , 

/M" =: PM* — !>' = PM" -^ AR'; 

done ^ 

PAT — AR = c.Rp, PM" — AR' = i,Ry. 

Or AP=r ;j, PM' = X , PM" — J'; consequcmment les iqn^.^ 
tious dea projections sont 

(i). . . . a? = a.z + * , y ^^ ^*^ + C. ,, .(fl) , 

« 

dont le systeme exprime la droite de Tespace. 

Si on ^limine z entre lea Equations (i) et (a) y on obdeSft 
dra cette Equation 

b 

J' — ^ == -CiP — *) (3)» 

i&quation de la projection sur le plan horizontal : par cette 
(Elimination ^ on note la droite de Fespace , ind^ndanunent 
du 2i on pintdt on ^crit toutes 1^8 droites de I'edpace dont 
la relation entre x it y resterait la m^me ; or ces droites ne 
peuyent ^fre que celles qui se trouyent dans le plan suitant 
lequel la droite se projette borizontalement , droites qui ont 
ime commune projection horizontale. 

Si Ton ram^ne la droite de I'espace parallelement a elle^ 
nit^me, judqu*a ce qu*elle vienne passer par I'origine^ lea 
iequations (i) , (a), (3) deviendront 

b 
a 

Si la droite est parallele > par exemple , au plan des (xz) ^ 
sa projection horizontale sera parallele a Taxe AX , et elle 
aura consequemment pour Equation yz=zC y C etant ja dis- 
tance constante de tons les points de la droite au plan (xz) j 
et sa projection sur ce plan ^ sera toujours representee par 

X ^ss az '^^ m. 

Si la droife est verticale j^ sa projecti<m siir le plan hort* 
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a^= azy y =z bz, y = --x. 
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contal sera nn point dont ^ 

seront les coordonnees ^ et sa projection dans le plan (pcz)^ 

3cra 

• Pour trouver les cooidonn^les des points dans lesqneU nne 
droite de Tespace perce les trob plans de projection , il fant 
faire successiyement 2=Oj ^=0^ x = o dans les ^qna** 
lions (1) et (2), et Ton trouye ainsi> l^ 

ponr le point oii la droite perce le plan (xy) ; fk\ 

e aC 

» = — J, a? = — ^+«, 

pour celni oik elle perce le plan (xz) ; 3*. 

pour celui on elle perce le plan (zy), . 

187. Nous pouTons maintenant donner une autre express 
sion de la longueur d'une portion d^finie d'une droite de 
Fespaee. M^'N', "M'N", MTT itant les trois projections de ta 
portion de droite que nous consid^rons (fig, iBi)^ %i on les 
d^signe par p , p\ p^, on aura / 

sz^Kn'-^ M'nTy + (An*— Am')*, 

et cons^uemment , 

p» =(z''— «')-+(x^— a/y; 
on trouyeroit de m^me 
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^fi EQUATtOlId D^f^Nfi 0ioiTE 

done en ajontaat et diyisant par 2 , ^ , ^ 

p*+/*+p'' _ (^.L ^^4- 0^'— yr+^cx''— xO' = ssf *, 

conclusion qui a encore lieu pour a/=o, y=o, ^ =xo : 
on obtient alors la longueur de I& diagonale d'un paralle- 
^pipede rectangle y au moyen de celle* des diagoaaleA des 
Iroie faces contiguea . a Tangle soUde triedre A. 

* 168. Notts alioUd fa{re entrer dad& tes e^ations d^ la dt*oit^ 
de Tespace^ lea cosIaus dds attgUs ^*dllc fAit itr^c le^ 
trois axes. t»^ ' 

Supposons d'abord que la droite passe par Torigine ^ auquel 
cas ses ecfbatidns )dcTibnn«nt ' \ 

X = cz , .,y = 6z • z !i= - X , 

et designons par et', ^ » >' les angles de cette droite avec les 
axes des X, y et ^ : 'fi( Ton ]^«id»Qf QetM^d^t^, ipartS 
de Torigme , une longueur / de Textremite de laquelle on 
abaisse des perpilndicitlaires rar t^s axes ^ t)n ad^a ces pro- 
portions y 

COS tf : 1 :: X : / , y r x == / cos « , 

cos c : i :: ^ : / , > ' d'oii < ^ 5= / eos r, 
cos y' : I :: 2^ : / , ) ' » «= z coe >', 

ft coi^sequemment^ r . 

X cos A y cos C ^ y cps ^' t 

z cos^' / Z COSJ/' . / X co««t' tf* 

done l^s Equations. 

deyiennent ~ . , ^ 

(x — flt) cos 3^' = z cos a', {^y — C.) cos >'.?= z cos ff', 
(x— tf)cosC' = (j^—^) cos <*'.._. (4); 

c est sous cettfe forme qu on ecrit sotiyent ito mecanique , 
les equations d'uae droite da Fespace, v 



DANS l'espack. b^g 

189. /tvant de r^ondre quelques quesdoiB stir le» llgae« 
droites consid^ea dans I'eipace ,. now obserreroDs qne lon- 
qu'ime telle droite eat donn^e, leg iUmens de sa poaitioa 
«, h, », S Bo&t connus , et qu'an contralre , si U droits est 
usuj^tie i certafnea condHiom , ces qnantitfi' sont des lacon- 
nues k ^raluer. 

 Pr<tBUme I*. TVo^wr Ifi wndition soiu la^udlt deux 
draites donnies dans tespace ig reneomtrmt, 
Soient 

:r:=a«-t-*> y r= bx -^ i , 

lea jqaations de I'line At$ drohea , et " 

J . j; =: a's + •', y ^^ ^'* + ^» 

celles de I'antre. On obaervera qn'il ne s'a^ pas id de tronvef 
la pcnnt de nncontrv , nuis d'e:qiruner qn'il sxiite hh tel point , 
et coDS^qnemment d^assiguer la relation correspondante i eett4 
condition, entre les donates a, ■, 1>,C; a', »', if, i.', relatioii 
qui sera donn^e par I'^liminatidti des coordonn^es x , y , a 
eotre les Equations ci-^es^es. Oa tronre aiui qne ka drehvs n4 
peuTflnt ia reneontra' qii'autant qae lei qiuntit^s a, m , b ,£-9 
s', m', b', C satiafont i I'^ation.  

, («'_A}(i'_i)_(C'— f)(o'— a)=o. 

ProbUme IT. Par un point donnd dans lespace , matv laie 
dnile pafaiUle a une 3roite donnde, 

' LoTM^e dettx droites dans I'espace sOTit paralleles , leun 
projectiont snr let mimes plans, sont des droitea parallelea. 
Soient 

« = cs-4-*> ^ = i» + C, • 
les ^nationi de k dmitc doiui4e , V, y, 3' lea em 
9^ dn point donne par lequel doit passer la paraU4 

a: = a'a. + *') y = tf* + C, 
iHt dquatiem de im ^ite ^erciifc : peitr expkimer. 



3oO iQUATIOVrS d'lTNfi DROITE 

n^ral^ le pvoU^lisme dea deux droites^ il faut icnxm 

a' z=s a , y = ft : 

ft pour que la seconde droite passe par le point doziiii^^ , H, 
faut que sea equations soient satisfaites par 07=0/^ jrcrry^ 
z=:z\ ensorte que la droite cherchee sera expriip^e par 

X — a:' = a (*—«')* J^ --/ = * (»—«')# 
Equations d*oii r^ulte celle-ci > 

qui appartient a la troisi^me projection. 

ProbUme in. Assuj&ir une droilB a passer par deux points 
^imis dans Fespace* 

Soient a/, y, «' ; of, y, «" les coordonn^ de ces points 
M'etM%€t 

(1) X ::::i az + A y y :=z bz + C^,.. .(3) 

Jes Equations de la droite dierch^e , dans lesquelles a , b i 
^, C sont des quantit^s inconnues , et k ^valuer au moyeh 
des coordonn^es donn^es. Pour que la droite passe par le 
point of, y I z^, il faut que ses Equations aient lieu pour 
x=zaf, y=^y, azrszT, on qu*on ait 

(3) jf = az' + M, y = fc' + C..;..(4); 

|)our que la droite passe par le point x", y, z", il faut que 
ses equations aient aussi lieu pour x =: x", y ^sz y', z'^^z''^ 
cu qu*on ait 

(5) a? = az''+m, y = &*"+«..,,. (S): 

qu*on retranche ^ de (i)» et (4) de (a)^ on aura 
(7)..,.a? — a/=a («—»'), J'— y=* (»—»').. .(8); 
qu'on retranche (5) de (3) , €t (6) de (4) > e il viendra 

(9)..-.V— a>=a(a/— *0, y— y=5 i(«'— »0*-0<^)i 
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DANS L*£SPACE« Soft 

On diduit des Equations (g) et (lo) , 

^68 vateurs report^es dans (7) et (8), doiment ces iqiiatumt 
de la droite cherch^e. 

a/' — x' 
a? — a/ = --7 Tr(«— O 00* 

On obsenrera^ conune an n^ aS (prei). I) , qae retranchfer (3) 
de (1), et (4) de (a), reyient^ daiis le fait, a d^dnire qe (3) 
et de (4) les valeun de # et C pour les reporter dana (1) et 
(s)j et par Toperadon sniyante^ on ^yalne lee deux autres in* 
*<^nnues a et 6. 

On pourra s^assurer cpie les Equations (11) et (is) rendent 
toutes les consequences des hypothecs qn*on peut faire sur la 
position de chacun des points. 

ProbUme IV. Trouyer y 1**. tangle entre ime droite de Tes^ 
pace et sa projection horizontale; a^ les Equations (Tune 
droite de Vespace , au moyen des perpendiculaires abaiss^s 
de torigine sur ses projections , et des angles entre ces per-' 
pendicidaires et chdcun des axes. 

,1**, Supposons que la droite / de Tespace passe par les pointy 
If, M", ayant pour coordonnees x', y, *' ; x^, y", z' : par 
le point M^, soit men^e k Tordonnee yerticale z", une per- 
pendiculaire M'mf qui sera une horizontale ; Tangle WMm^ 
sera Tiqclinaisou de la droite sur le plan horizontal (xy) : la 

tangente de cette incUnaison est ,,, , ' ; or 

Mm . 



M'm'zzzz" — z' i "iXm'— )/{y — /)•+ (x" — x')*; 
•i done on d^signe par (/ > P ) Tangle entre la droite de TespacA. 



Sol tiiVAVtOm 0'UNS DaOITE 

et sa projection P sur 1q plan bo^atal^ on aum ; c> 



«^ — «' '^ 



tanff (I, P) ^  ' tt I - ii'm.ja i L^ . 

%^ Ln droits d« l'«dpaiM passant ^ Its poi&ts ^as'/y, ik*^ 
«3?^ y> ^, sa projection hofizontal^ pJ^ paf les poin^ 
af,y\afy y"'^ ct on a trouT^ ,(^) P^ur ^nation de cette 
projection^ ' ? - s 

,l,'^9t»t»OA ds la prdj^ction ^r le plan des ( y$^ ^ est ; 

» 

//;» projection ^e M^M'' sur le m^me plan^ etant 

enEn^ la pr6jectii>n de la m^me droite sor le plan de» 
4aj»),,a8t 



^ X ' / « ■■"• ^ X 



/ iif ' *f y^ r It ~~" f It 9 



i _ — ' /» ^. *— * Mil l I III . M 1*^1^— »MWi» 

Si dans la premie de ces trois Iquations, on fait v==o, 
'on ttbhve ' 

et pour a?==o, on obtient 

Telles soiat 1m y^Uvre des cdordpnn^es des pX)ints d'interseo-^ 
tion de la prdjecti^xi lioxitontale de la droite ^ avec les a^es 



DANS L*E5PACEf SoS 

Probleme Y. Trouver , i*. tangle de demx droites ^oruiSes 
deposition dans tespace ; a^. les angles dune droite de Pespace 
avec les trois axes rectangulaires. « 

' Deux droit^s de I'espace peuyent ne pas se couper , sans 
itre paralleled ; ce qui arrive lorsqu'eDes ne sont pas dans un 
m^me plan : cependant lean projections siur un m^me plan se 
coupent; mais alors la droite qui joint les points de rencontr* 
des intersections des tpit>jectioiis*0nr tteuz des trois plans , n*est 
pliis perpendiculaire a Taxe qui estTintersection des deux plant 
de projection^ circonstance qui a toujours lieu lonque les deux 
droites se coupeat dailis Tespace. 

Iiorsque les deux droites ne se coupent pas | on prendpour 
leur angle celui'que Ferait Tune d'elles ayec une parall^e i 
Tautre^ men^epar un point quelconque de la premiere : et il 
est clair qu'on peut , i ces droites ^ subsdtuer deux paralleles 
AL , A/ menees par Torigine A des coordonnees , paralleles 
qu*il faut voir dans I'espace. ' 

Si^ partir de Vorigine A , et sur chacune des droites AL. 
A/ , on prend des longueurs AM =: AN= i , et qu*on mene 
la transyersale MN , on aura > d'^pres un th^oreme de tri-? 
gonometrie , 



» 



^^^ AM+ AN — MN 2 — MN 

cos MAN = T'ijniio = 

a AM. AN a 

..* 

^ cette droite MN doit ^tre exprim^e au moyen des donahs 
a, b; a', y qui fixent la position de chacune des droites, 
Mais a/, y\ z' ; x", y\ z" etant les coordonnees des points M 
•t M, on sait (i85) que 

« 

= AM'+ AN — a (a/x''+y/+2;V) 
= a— a (a/jr/'+yy-f aV); 

done 

cos MAN = :c'x*+yy+ z'z\ 

Or les Equations des droites AL^ A/ qui passent par rori<^ 



3o4 I / I^QVATIONS D*CNE DROITS 

gine ^ 3ont ( l88 ) 

X = az, y = bz\ x -=1 az , j^ = Vz\ 

et comme ces droites passent aiusi par les points M et N » 
on a en m#me temps ' 

or =z CLZ ^ y := bz , x :=: az , y z=z oz \ 



ainsi 



cos MAN =• {aa'+bV + i) aV ; 
mais a cause de 



— % 



AM = 1 = a:^* -h y • + *' 



'—a 



on obtiendra 



AN = I = a:^» 4- y • + »**> 



a' = 



t=. 



et enfin , en designant par L et / les droites AL » hi. 



cos (L, /) = 



(1). 



^/a*+ft* + i |/a'» + A'* + 1 

Le cosinus de Tangle de deuXv, droites est done ain^i eyalu& 
an moyen des donn^es de la question. 

Le probleme XII (chapitre II) nest qu'un cas particulier 
dtt pr6c6deht. 

Corollaire /. Lorsque Tangle (L > 2) est droits le cosinus 
est nul J et on a cette relation 

ac^ 4- ^i' + 1 = o» 

Corollaire //. II est facile de deduire de (i) les expressions 
des cosinus des angles entre une droite fixe AL et chacun des 
axes coordonnes. AcetefFet, il faut supposer que Tautre droite 
Ai se confonde successiyement avec chacun des axes AX> AT» 
AZ , et rechercher ce que deyieiit alors la formula (i). 

Lorsque la droite A/ coincide ayec Taxe AZ , les tan-' 
gentes trigonometriques a' et V sont nulles> et en, designant' 
par cos (L , z ) , cos ( L , j^ ) , cos (L , x ) , les cosinus des 
angles de la droite AL que nous nomiaerons L , ayec chacua 
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des axes ^ on a 

cos (L^ z) = . , == (2). 

Lorsque A/ coincide avee AY. ou AY', sa projection sur le plan 

des iyz), tombe snivant cet axe , alors i' =: - ou t7 = o : la 

projection sur le plan des '(xz) est Torigine des coordonnees ; 
done a' =0 : ces hjrpotheses ihtroduites dans la formula (1) 
dont on a diyis^ les deux termes par b^, donnent 

Knfin y lorsque A/ tombe suiyant AX, sa projection sur le plan 
des ( xs ) tombe suiyant cet axe *, d'oii resultent. a' = - 

ou — 7 = 0, yi=o-, et apres ayoir diyis^ les deux termes 
de la formule (1) par a\ et introduit ces hypotheses, on a 

cos (L, x)= . . , . (4). 

Qu on fasse les carres de cos (L , z), cos (L,, y), cos (L, x) , 
qu'on les ajoute ^ et on obtiendra cette propriety 

cos'(L, z) + cos*(L, j')-f-cos*(L, x)=i (5). 

CoTollaire III. II est facile maintenant d'exprimer le cosinus 
de Tangle des deux droites AL = L , A/ = / au moyen des 
cosinus des angles de chacune de ces droites ayec les trois axes : 
car. pour la droite /, on aura pareillement 

cos(Z, z) = — ^^ , , — 7 (6), 

A' 
cos (/ , y) = . (7), 

cos(/,j?) =  . (8); 

530 
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on tire de ces formules . 

€ue = cos (L, 07) COS ( /, x) |/a»+ 6»+ i V^a'*+ 4|;»+ i , 
Ai' = COS (L, y) COS (/, ^) V^fl?+A*+T »^a'M-*'*+i> 
1 = cos(L,z)cos(/, a) v/a*+ 6*+ 1 V/a'»+y»+ i. ^ 

Substituant ces valenrs dans la formule C^) > on trouve celle-ci 

cos (L, /) = cos (L, a:) cos (/, x) +cos(L, j^) cos (/, y) 
+ cos (L, 2 ) cos ((, 2) (9) 

Nous ferons im frequent emploi des formules (4) et (8)9 sur-* 
tout en supposant dans cette derni^re Tangle (L^/) droit, 
d*o4 cos (L, /)r=o, et 

cos (L, a:) cos (/, x) +cos (L , jr) cOs (/, y) 
4-cos(L^ z) cos (/, a)=o (10). 



I 
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CHAPITRE XVn. 

}S(fuation du plan et problemes. 

190. X-/A position (fiin plan dans Tespace, est deEnie par 
celles de ses traces dans deux des trois plans coordonnes* 

Solent toujours AX, AY, AZ (fig. i53) trois axes rectan- 
gulaires entr'eux' : soient AB , AC les traces du plan donhe 
passant par I'origine , sur les plans {xz) , (^yz) : corsid^rons s^r 
ce plan un point quelconque M \ si de ce point on abaisse tine 
perpendiculaire MQ sur le plan {p^y)y ct si du point Q on 
mene la parallele QP a Taxe AY, les trois coordonnees du 
point Mseront MQ=&, QPi= j, AP=a;; et Tequation du 
plan sera la relation entre ces coordonni^es et les tangentos 
des angles donnes BAX, CAY, 

Si par le point M on mene dans le plan BAG la parallele 
IMID a la trace AB, et par D Tliorizontale jyd parallele an 
plan ZAX , les lignes DM , Dd , MQ etant dans un m^me 
plan^ on aura 

MQ = MG + GQ (1). 

Or A du point D on abaisse la perpendiculaire DH sur AY^ 
ktqueile le sera, sur le plan {xy) , il est clair que 

GQ = DH = AH. tang DAH =^.tangDAH; 

d*une autre part , 

M6 = DG.tang MDG = DG.tang BAX , 

mais DG=HQ = AP=:i: , done Tequatioa (1) devient 
% zA x.taag BAX + y^t^^ DAH ; 

flO. . 
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ct en faisant tang BAX = a , tang DAH = tang DAY= b , 

cette Equation sera 

z '=^ ax + by ^ 

Supposona que le plan ne passe plus par rorigine A des 
coordonnees (fig. i54) , et qu'il soit A'N' parallele a AN : il 
faudra augmenter Tordonnee QM = « , de' MM' = AA' qui 
est Tordonnee verticale du point de rencontre de Taxe AZ 
par le plan A'N'; ensorte qu'en designant AA' par d, on aura 

z-f-d=:z = ax + &y + d.^ , .(i) , 
Equation qu'on peut ecrire ainsi 

Ax + By + GB + D = o (a), 

en faisant — — ==a, — j7= ^1 — 77 = o« 

Corollaire /. Si dans Tequation du plan , 

a = ax + 6y + J, 

on fait successivfcment s =: o , jf := o ^ a: = o ^ les ^qnationt 
r^sultantes ' 

a = o, aj?.+ iy + d<=o; jf = o, z = ax + d; 

a;=o, a = iy-4-d 

seront celles des traces du plan sur les plana coordonn& 
{xy) , (x£) , {yz). 

Corollaire IL Si Ton fait encore dans la m^me Equation, 
zz=zQ et y=o , x= o et 2=0,^ =,0 et a: = o , les 
valeurs correspondantes de a;, j' et 2, savoir, 

d d ' 

A 

seront les distances comptees'de Torigine aftx points de ren- 
contre du plan ayec les trois astes coordonn^s. 

Corollaire III, L'^quation d'un plan passant par Taxe des 
y y et consequemment perpendiculaire 4 celui de» (x3&) , s'obtient 
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DU PLAN. 309 

en faisant & = o ^ J n= o dans (1) : elle est done 

z = ax (3).' 

On trouye de mdme que le plan mene par Taxe des x, 
r^pond i J= 0,0=2 o, et qu'ainsi il est 

* = *y (4); 

que le plan mene par Taxe des z, a , comme chacun des deux 
prec^dens , pour Equation , celle de sa trace sur le plan auqnel 
il est perpendiculaire , c*est-a-dire , 

y = ex (5), 

c itant la tangente de Tangle de la trace dans le plan {xy) 
arec Taxe des x : comme cette demise Equation r^snlte 
encore de relimination de z entre (3) et (4)^ on yoit que 
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CoroUaire JV. L'^qnation d*un plan quelconqne perpen- 
diculaire k celur des {x£) j et cons^quemmait parallele k un 
de ceux de I'^quation (3) y est 

2 = ox -{- • (6) ; 

celle d*un plan quelconque perpendiculaire a celui des {y£) / 
pu parallele k Tun de ceux de I'^quation (iQ, est • 

z-zziby + e (7); 

enfin celle d'un plan perpendiculaire a celui des {pcy), est 

y — ex ^ y (8), 

ay by c ayant m^me acception que ci<lessus, et «, f, ^ 
^anf les coordonnees des points de rencontre des traces ayec 
les axes des z et ^. 

Remarque, Nous observerons que ces six demi^res Equations 

qui ne contiennent que deux des trois coordonnees du plan per-^ 

. pendicttlaire y et qui ne d^signent que la trace de ce plan y appar- 
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tieimentcependantao plan. En effet, la ctfOTdotmie qui ii'«ntr# 
pas dans Tequation , itant independante des deux airtres > 
admet une infinite de valeurs pour chaque point de la trace , 
et ces valeurs ripondent aux Npoints en nombre infini du plan ^ 
qui se trouvent sur cette coordonoee dans ses positions {jon^e* 
cutiyes et paralleles dont Tensemble constitue le plan. 

iSi • EnoHcer P Equation duplan au moyen de la plus courtB^ 
distance de rorigine sur le plan (fig. i55). 

Cette Equation est analogue a celle de la ligne droite donned 
(224) > et, dans plusieurs cas^ elle doit ^tre employee de pr^ 
f(6rence a la precedente. 

' Solent A Torigine , AP^ la perpendiculaire abaissee de cette 
origine sur le plan n dont la trace borizontale est XY ; AP la 
perpendiculaire menee de Torigine sur la trace XY : soit M un 
point quelconque du plan n , duquel on abaisse one perpeiv- 
4iiculaire Mm' sur le plan des (xy) : de m' soit men^e la per^ 
.pendiculaire m'Q sur XY, dt de m' et Q les perpendicu- 
Jaires mfp\ Qp sur Taxe AX : enfin soient m'n parallele k AX', 
et la dro*ite qui joint M et Q. ^ 

On a 

AP' = AP cos P'AP ; 

inais AP ^tant une perpendiculaire men^e de rorigine sur 
la trace AY situee dans le plan des (xy), on a (a4) 

AP = Ap cos PAX + Qp sin PAX , 

done 

AP' = ( Ap cos PAX + Qp sin PAX ) cos P'AP 
• — [(V+P» cos PAX+(/n'p'+Qn) sin Pj^XI cos P'AP 
:^ iJ^p[ cos PAX -f my sin PAX ) cos FAP 
+ ( p'p cos PAX + Qn sin PAX ) cos P'AP. 

Mais Tangle en A est un angle solide triedre form^ par I^ 
t^ois faces P'AP, P'AX et PAX, et les deux fape^ KAP, 
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PAX sont perpendii^aires entr'elles : or on sait que , daof 
un triangle sph^rique rectangle dont lea o6tis mesnrent le$ 
angles entre les arStes d*un triedre , et les angles mesorent les 
inclinaisons des faces , le produit du rayon par le cosinns dn 
cdt6 oppose a Tangle droits est egal an produit des cosinns 
des deux autres cdt^s ; d'apr^ ce principe, on a 

cos PAX X cos P' AP = cos FAX , 
sin PAX X co« P'AP = cosP'AY , 

en observant que sin PAX =; Cos PAY ; done 

AP' = Ap' cos P'AX + my cos P'AY 
+ (p> cos PAX + Q» sin PAX) cos P'AP : 

mais PAX=Q7»'n; done 

p^p cos PAX + Q» 8"^ l^AX = mfn cos Qmfn + Qn sin Qm'n : 

mais «n menant de n une peipendiculaire nr sur m' Q, fi 
imaginant de mf une perpendionlaire au plan 17, dont le pied 
tombe sur MQ, on tronye 

m'n. COM Qm'n + ijn.sin Qin'i* == to'Q= Mm', tang mTttQ 

= Mm' . tang P'AP, 

ce qui deyient clair ^ en imaginaQt de m' une perpendiculaiiv 
au plan n ; done 

(p'p cos PAX + Qn sin PAX ) cos FAP 
= Mm' sin FAP = Mm' cos FAZ, 

et consiquemment , 

AP' = Ap' cos P'AX + p'm' cps P'AY + Mm' cos P'AZ ; 

c'est-a-dire , 

p = X cos m + y cos C + « cos y. 

iga. Lorsqu'un plan est assujeti a cartaines conditions , 
comme de passer par trois points donnes , de passer par un© 
droite , et d*^e paralUle A un plan donn6 de position , etc. , 
}es quaiMit6s a, h, dtpk sont les elemens de position du plan , 
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8ont les inconnties 4 determiner de maftiere asatisfaire an ' 
conditions de la question. 

_ ft 

Probleme I. Mener un plan paralUle d un plan donnd 
de position, 

L'equation du plan, donn^ 6tant 

a = aa: + fty-|-^> 
ou a ; by d sont donnas y et celle du plan cherch^ etant 

z r= a'x + Vy + d', 

ou a'y Vy if sont les inconnues y la condition du parallelisme 
est exprim^e par 

a' = a , b = b , 

puisqu*on dit par la que les traces du plan chercbe sont 
respectivement paralleles a celles du plan donne. 

Probleme II. Faire passer un plan par trois points donnas 
dans Vespace. 

Les coordonnees des trois points donnes^ que je designe 
par M', M", Wy sont pour M', x', y\ ^ \ pour M", x^^, %"% 
pour M*, ofy y^y z\\ or requation du plan cherche pouyant 
encore ^tre mise sous la forme 

Ao? + By 4- C^^= b> 
on aura les trois conditions suivantes / 

Ax' + By + Cz' = D, 
Ax"+ By+'Ca"= D, 
Aa;''+By"+ Cz^^Dy • 

lesquelles divis^es par D , donnent pour inconnues a determi-* 
ner , f^ « fj • K > ®^ comme ces coefficiens ont pour vaTeurs 

des fractions ayant un m^me denominateur ( Alg. , I'* sect. , 
chap. Xyn) J denominateur que nous ^galeroni aD, 'on atita* 
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ces dftenninations ^ 

A = y ( z-- o + / «- *') + y'(»'- *• ) . 

B = a' (x»— a?') + 2" (x»— a/) + »" (a/— a^ , 
C = a:' Cy"- y') +x' Cy'-jO + x' if^y') , 

D = a/ (/*"-yo + a;'(y*'-yo +a:^(y* -yA' 

Imaginons qu'on projette le triangle MOMTM* (fig. i56 ) snr 
le plan (xz) en rn'm/'m^'y si de cea troifl points onabaisse des 
perpendiculaires m'n'y m'n", m^nT snr Faxe des x ^ on anra 
trois trapezes ^ et en supposant que la perpendiculaire m^n"^ 
soit la plus grande , si de la somme des aires des deux trapezes 
m'n'n''mr '•{'m"n'*n*m!' on ^etranche Taire du trapeze m'n'nl'mr, 
on aura I'aire du triangle projet^ en mfm/'m''. Or^ 

aire 7n n n th = — — -^— — — 

aire m nn m = ^ ^-^ — = ^, 

a * 

aire th it n th = — — — ^— — — • 

de la somme des deux premieres surfaces ^retrancbant la der** 
niere , il yiendra ^ en d^sjgnant par t la diffi^rence > 

si on repr^sente par f, f les projections du m^me triangle sur 
les pUns (yz) ^ (xy) , on trouvera par la mfime analyse ^ 

Nous demontrerons bientdt que D est six fois la solidite 
d*une pjramide qui a pour base le triangle de Tespace , et 
pour sommet I'origine m^me des coordonn^es. 

Probl^me III. ^ssujitir un plan a passer par une droiie 
donnde* 
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Les Equations de la droite donnee sont 

x=tfs-f*4ii ytxzbz + C: 
pour que le plan 

pontienne la droite , il faut que les €oordoim£es de la* droite 
conyieonent au plan , c est-a-dire qu'on ait 

A(flz + «)-f B(&&+0-»-<^»4-D==5o; 

ttiais la coordonii^ z deyant ^tre queleonque ^ cette Equation 

se paitage dans celles-ei , 

to Aa + Bb + C=o, A«+BC+D=sro....(a), 

^dont la seconde a toujours lieu^ lorsque la droite et le plan passent 
par Torigine. "Si le m^me plan doit passer par nne seconde droite 

on a de m^nie ces deux ifiquatioiis 

(3).... Aa^ + By + C«=o, A«' + BC' + D = o....(4). 

Si Ton retranche (3) de (i), puis (jQ de (2^) > oil aura 

A(a — a') + B(i — AO = o....(5), 

A(ii — *') + B(C — C') =:= o....(6). 

Si Ton multiplie (5) par *C — C^ et (G) par J — i', puit 
qu*on retranche le second produit du premier > et qu*on divise 
par A, on troiiTera . /** 

(«-a')(^-0 - (6--fi')(— V) = o....(7), 

condition qui exprime que les deux droites sont dans le plan , 
et qu elles se coupent; cette condition est satisfaite^ lorsque 
les droites sont paralUles ; en effet^ dans ce cas ^ elles sont 
dani un m^rae plan. 
On observera que de k condition (s) on tire 

D = — Ail — Bff, 
traleur de D par laquelle Tequatioa do plan deriait 
A(a;— «) + B(j^ — C) + C« = o. 



i .- 
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ct il reste I'antre condition 

Aa + Bfr + C = o. 
Pour C=:— 1 , hypoth^se^qui r^poud k I'ei^Dalion du plin 
K^Ax-i-By + DfCeis deux eqaations devieimeBt 

A(a:-.3+B0'-<) = »l ,«. 

Aa-HB5= I J ^"^' 

Probl^me rV. Jssuj4tir un plan i patter par unt droUt 
donnde et par un point donn^. 

Aux deux conditions (i) ^t (a) du probUme m, il fant 
)oindre celle-^ 

Aj/ + By + Ca' 4- I> = o , 
3/, y'y «' ^tant les coordonn^ei du point donn^. Si Ton lait 
C =^ 1 aGn que I'^quatioii du plan dvristme 

B = Aa: 4- By + D , 
et qu'on lvalue A, B, D an moyea des Equations 
Aa + B&— 1=0, A« + BC+Dsso, 
1^ r= Ay + By + D, 
bn obtlendra cette Equation du plan, 

Ca:-:c')Cy-W-C)-(y-y)Ca:-flL'-0 

+ {2.-z') fj(x'-.)-acy-03=o. 

On Toit, en eiTet, que 1e point donn^ estdana leplan, ptu»< 
qne son Equation est satisfaite par x = a/, y = y, a=;a': 
cette Equation eat encore aatisfaite par 

a/ = 02: -\- », y = ia' + C, 
Equations qui disent qne 1e point eat sur la droite. 

Problenie V. EtaM donn^es les iquations d'une droite et 
celles (Ture plan , trouver let conditions qui doivent avoir 
lieu pour que h plan et la droite soient perpendicula:'-' * - 
a Vautre, 

Loi^qa'nue droite ««t pei^endicnlatr* i on plan , les 
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tiuiis de la droite sont perpendiculaires anz tr&ces de mime 

d^omination du plan. Soient 

X = az ^ m f y =: bz ^ i , 

les ^qnationi de la droite, et 

z ■=s Ax + By + T>y 

celle du plan : lea ^qoationa des traces dn plan nir I«» placs 
Fcctangulaires (xz) , {yz) , aont 

z = Aa! + D, s = By + D, 
d'oi^ 

_ I D _ I D 

et on doit avoir (chap. II , prob. IV) 

A = — a, B = — i; 
done r^quatioQ du plan perpendiculaire i la droite, derient 

» + ar + fty = D, 

ep obeerrant qu'id D reste ind^tennin^ , paice que toot plan 

paralUle au precedent , reste perpendicutajre k la droite. Si 

I" plan est donn£ , et qu'on cherche la droite qui lui est per- 

ndicnlaire , on anra cea Equations 

X-^M = m, j, + ^,=:C. 
Probl^me VI. Trouver la plus courte distance d'lM point 
nnd d im plan donni. 
L'iquation du plan donn4 sera 

s = Ax + By ,+ D ; 
celles de la droite cbercb^e, d'abord assuj^tie a passer par 
poiul dooD^ ^>y'' *') serout 

X — of ^ a (^z — z'), y — y = 6{s— a')* 
r pour que la droite aoit perpendiculaire au plan, il laut 
)rob. V 3 qu'ou ait 

a = — A, i=; — Bi 
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ainsi les Equations pr^c^dentes de la droite ', defyiendront 

X — a:' = — A (a - a') , y — J ^--B {z — xf). 
L'equation du plan poiirra ^tre mise sous la forme 

et en d^signant par x", y, z" lea coordonnies dn point d« 
rencontre de la perpendiculaire et du plan , on aura a eyalner 
x" — j/, y" — y\ z'^-'t! au moyen des trpis Equations ci- 
dessus , en y remplafant x^y^z par x", y et z", ce qui 
donnera 

z 



D+AoZ+By — z' 
- * i + A> + B^ ^ ' 



_ -B(D+Aj/+By^-zO 

y y — 1 ^. A^+B* • 

-A(D+Ax-W-z-) 
i + A^ + B* 

pprtant ces yaleurs dans Texpression de la plus courte distance 
entre deux points donnes (i85), on .aura 

__ D 4- Aa;^ + By — g^  

' " v/i + A'+B^v ^^' 

4 t •■  ' 

I 

t 

expression de la plus courte distance cberchee. Lorsque le point 
donn6 est a Torigine m^me des coordonn^es , on a 0^= o ^ 
y' = o^ 7! z=io y ensorte que la plus courte distance que nous 
d^signerons par P^ deyient 

P = = (3). 

/i+A» + B* 

Si le point donn^ est sur le plan , la quantite 

D + Aa/ 4. By — z' = o , 

et la plus courte distancSe (1) est nulle ^ ce qui doit arriyer. 
Si la droite passant par le point x\ y^ ;&^ est donn^e^ 
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et qu^'oQ dom lui mtiier ttn pl^n {^r^sdiwlwe %. U luSir^^ 
de changer dans la formnle (i) A et B en «— a ct -r- ** ce 
qui d6^anera pour la plus courte distance, ^ 

fy-'^-hy--' (3), 

•t poor afs3 o , y sat o , &' s= 6, 

«n observant que Tequation du plan perpendiculaire 4 M 
droite^ est (probL Y) 

a + cu: + ^ s=: D* 

Nous donnerons une autre solution de cette question* Soit H 
le plan donni ayant pour equation (igi) 

p. = X cos « -4* y cos ff + 2 cos y ; 

ioi^at 4/, y, aT les coorfcmnies du point Rf dttqnrf oi 
abaisse une perpendieulaire sur n ^ et P cette perpendicu-^ 
laire : povu: avoir le^ cooidonn<6«s de son pi^dMi on imagi- 
nera par M^ des parall«les aux trois axes, et par M des 
perpendiculaircs aur ces paralleles ; on aura done x'+Pcos», 
y + P cos ff , z^ + Pcosy pour les coordonnees de M. 
Comme M est un point du plan n, ses coordono^df da^oo^ 
aatis&ire a Tequatiou de II , qyi deviendra 

p=(a?'+Pcos«)cos«4-(y+^cosO cosf + (4*+Pc0s).)cos3^> 

«t k cause de cos* «( -f- cos'ff + cos*^ =1 { 189 , probl. V), 
on ^ura simpleoieiKt 

p = a/ cos « 4- y" cos C+ z cos v + P , 
tf oA J 

P =p — (a?' cos «» + y cos C + a' cos > ) , 

Equation cherch^e dans laquelIex'i:os *-|-y ^-^^^"^^^^^^i^ 
represente la perpendiculaire iib^is^ee de M^ $ur wi plaft IT 
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paralUle a n^ et passant par ^'origine^ on bien encore la 
perpendiculaire men^e de Vorigine sur im plan n' parallMe 
4 n, et men^e par le point o/^ y\ %\ 

CarolUure. Reprenons rexpression ci-dessqs ^ 

p D g 4- aar + ft jf ^ 

~" 1/14. a*+4*"^ l/r+c* + 6^' 

* 

en d&ignant par (P, a;), (P, j) , (P, z) les angles de P 
avec les troia axes, on a trouv4 (probL V, coroU. II) 

cos ( P , J? ) = 



cos (P, y) = — r====, 
co8(P, «) = ^ — — : 

> • • 

de ces substitutions faitea dans Texpression de P^ U results qu» 
P=xcos (P, a?)4-jf Cos(P, jr)4.«co8(P, «), 

Equation du plan d^montree (191). Lorsque le plan passe par 
l*o;ripae ^ on a P =: o , et cette equation se reduit a 

o=a7C08 (P, jc) +jrcos (P, J^)4- ^cos (P, a). 

Cest sous cette forme que Tillustre auteur de la M^caniqm 
analytique emploie T^quation du plan. 

ProbUme YII. TYouver la plus courte distance eatre ua 
point donnd et une droite donhde dans Fespace. 

Nous assuj^tirons d'abord un plan a passer par le point donne 
tst k ^tre perpendiculaire k la droite donnee ; puis nous chei^ 
cherons les coordonn6es du point de rencontre de la droits 
et du plan , et nous n aurons plus qu*a ^crire Texpression 
de la distance entre ce point de rencontre et le point donne , 
laquelle sera la plus courte distance cherchee du point a la 
^droite, ' '"^^ 
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Soient • < 

a: 1=1 az + m , y ^=: bz ^ C 

les Equations de la droite donnee : on salt d^ja (probL V) 
que le plan perpendiculaire a la droite , a pour .Equation 

a + ox + i j^ = D : 

assnjetissons ce plan a passer par^ le point donn^ o/^ y, £% 
et son Equation deviendra 

z — »'+ a (x — a/) + b (y — y) = o; 

cherchons les coordonn6es x", jf"» z" du point de rencontre 
de la droite et du plan, et^a cet eSet, nous mettrons les equa- 
tions de la droite sous la forme 

jf— y=6z + c— y ; 

et en observant que x, y , z, dans ces trois Equations, de-> 
vienDent x'jy, z', on tronrera faoilement que 

. _ aia/~.») + b(,y^C)+z' 
y -C + — ^ i + a» + i« -C + bz, 

n reste done i substituer ces valeurs dans la formule de la 
plus courte distance 

.KC(a:'-x^)-+(y-y )•+(*"-*')*]. 

Lorsque la droite de I'espace, passe par Torigine des coor-t 
donn^es, on a « = o , C=b , et 

. * — T+^+V^ ' y ^*^ ' X =az 
fontles coordonn^es du pied de la perpendiculaire a|jaiss£« 
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J^ rorigine snr la droite passant par le point x\ y', z^ ; et 

comme x/x"^ + y"^ + a** est la longueur de la droite , de- 
puis I'ori^e jusqu*au point x', y", z", on a ^ en d^signant 
cette longueur par F, 

. expression de la longueur de la droite comprise entre Torr- 
gine d^s coordonn^s et le pied de la perpendiculaire abaiss^e 
du point of, y, z' sur cette droite. 

ProbUme YIII. Drouver P angle de deux droites \,Y donrUes 
de position dans tespace, 

Ce probleme a 6t6 r^solu (chap. XYI^ probl. Y); mais 
1101)3 en donnerons une seconde solution dMuite des formulas 
(probl. Vn). Soient 

(i).... x=zaz, y=zbz; x=ia^z, yzsiUz..'. .{si), 

les* Equations de deux droites leXt ramen^es parallelement a 
elles-m^mes k passer par Torigine : si d*un point quelconque a/ , 
* y, z' de la droite t , point que nous designerons par N , on 
abaisse une perpendiculaire sur la droite / qui la rencontre 
en M (fig. 167) ^ on aura le triangle AMN^ rectangle en M^ 
A d&ignant Torigine , lequel donnera 

AN = P = V^a/*+y*+^*, 
et (probl.Vn), 

done 

cos (/, /^) = ^ =  ' ,y -1" \ 

_ i + aa'+ bV 

apres avoir remplac^ a! tt y par aV et b'z\ 

SI 
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Probltoe IX. TYouver, i^. I angle de daux plans donnSs.; 
22". ceux Sun plan avec ^es trois plans rectemgulaires df 
projection. • 

Solent 

les ^uations des plans : si de I'origine on m^e sur chacim 
d'eux une perpendiculaire , Tangle entre ces perpendiculaire^ 
sera le supplement de Tangle entre les plans ^ et consequem- 
ment son cosinus sera> au signe pres^ le cosinus de Tangly 
entre les plans ; les Equations de ces droites seront 

pour qu*elles soi^nt perpendiculaires au plan^ 11 faut qii'on 
ait(probl.V) .  



A 




a ^. 





<dtd>stituant ces valeurs dans Texpression du cosinus de Tangle de 
deux droites dans Tespace (chap. XVI, probl. V), on a pour 
celui de Tangle des deux plans > que nous d^signerons par Y , 

AA' + BB'+CC ^ 

cos V =  ' , . ■.■■■,, . • . (o). 

V/ A* + B*+ C» X /A'*+ B'*+ C* 

Corollaire /. La condition pour que deux plans soient reo* 
tangulaires , est done 

AA' + BB' + CC = o (*). 



V. 

{*) On peat enoncer autrement cette condition. A ctt •SSst, imaginoni 
lie Torigine des coordonnees deux perpendiculaires p et j/ sur les plans 
doanes supposes k angles droits , et soient x', j/, z^ , x*', y, z" les coor* 
donn^es des deux points dans lesqnels ces perpendiculaires rencontrent les 
plans : si on joint les exiu^i^ tf et z^^m une ligne /> i s^n TJijpoW* 



V I 
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Cotollaire II. Si Tun des plans , celui de I' Equation (^) , 
coincide ayec le plan (x, y) , on a 

jt = o, d'oA A' = o, B' = o, ly = o; 

ct nommant "V' Tangle correspondant , on trouve 

C 



cos y = 



X/M" + b* + c^ 



nuse d^'an triangle rectangle , en observant que Tangie ( p, ;/) est 

droit ; on aura done 

/• = p. 4. ;/., 

c'estk-dire, 

ct , apr^s les reactions , 

aifx" +//" H^ /z« =- o (i). 

T^le e«t done la condition qni doit avoir lieu entre Ics coordOnn^s 
a/, y*, z' \ y , J*", «", ponr que lei deux plans qui Icur r^pondent , ae 
conpent 2i an^es droits. 

On pent encore enoncer cette. relation an moyen des longnenrsa, &, c^ 
t^j h'y ^ conp^ aur lea troia axes , a compter de I'origine , par les deok 
plans rectangulaircs P et P'. 

La perpendiculaire p projete'etor le plan des {xy) , qui est celui det ah ^ 
eera anssi perpendiculaire 2i la trace du plan P sur le m^me plan': 
ainsi les coocdoDD<fes 9c* y j^ et la projection borizontale de /? } les longoeurs 
^ ^ <z et la trace liorizontale du plan P , seront deoz triangies semhiablea , 
comme ajant lin c6tea respectivement perpendicnlaires : on aura done 
la proportioa 

a 9 _ 
ct celle-ci , 

" , be 

ct eonsequeminent cette suite de rapportt, 

"^ a c 

Ob aora pareiUepaent^ 

-.•• ^ • 9«f •• J^ •_?_-• _L 
' -^ ' ** of * h' * if ' 

De cei dcox mites combinecs avec la relation (1) , on conolut CacilementU^- 
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• Pareillement , si Ton d6signe par Y', V* les angles du mhae 
plan arec ceux des (xa) et des Qy*) , on obtient 

cos^V = 



cos y = ' 



A 



-5- • 



et cons^quemment , 

cos* y + cos* T + cos* V = I i4). 

CoroUaire III. Si Ton designe par U', U", U* les incli- 
naisons du second plan 

A'x + B'j + C'» + ly =^ o, 
iur les trois plans rectangulaires (pcy) ^ (xz) et (^)> on 



i«h 



aotre rdation reraarqaable entre kt coofdonii^s des inteneetiont def itrois 
axes rocungiilaires par les dens plans. 

On pent tradoire i'expression (3} du cos V an moyen des aiteies qoan- 
tit^ a , ft , c , fl', ft', c'. 

KoQs sapposeroos , pour plus dc fadlit^ , qa« lei denz plans se sdfent 
mas parallkement k eax-m^esy jnsqn'ii derenir egalement discans da 
I'origina A , hypotb^ sons la^alle les perpendicnlaires p = AM,f/ = ANH 
roenees de Toriginie sur ces plans , deviendnmi ^gales. Repr^sentons 'pat 
pxy py ,pz\i/x y ffy-y f/z les projactioDs de oes perpendicnlaires snr. les 
axes des x , y et s j prolongeons la perpendicnlaire MA d'nne Jongtteor 
Am = AM : alors les trois poinu M , M' et m seront snr la ctreonfihrdttcs 
d'nn cerck ayant son centre en A, et le triangle MM'm sera rectattg!* 
en M'. En abaissatt( de W sur AM la perpendicoUira M^^, on ann 



mq == 



mM. 
et 

A 'wSf* Aim ' mM^*^ aAM * sIaM*— m5F* 

^^ = MST "■ ^^ ^ — ^5am — • = — 3M » 

or. 
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titrable m^me^ 

co«D' =: 



B' 
cos U' = ===T, 

cos U* == —7============= ; 

•tr, cTaprts rezpresaion (3)^ 

cos V = cos V'cosC+cos V^c<:>8 U* +COS V* cos IT (5). 

Uangle y ^tant droits cette fonnule donne 

cos Vcos ir+cos V^co8U'4. cos V" cos U'" =0. . . .(6). 



tn bbicnrant ^'ii caiue de AM ■« AM^ , oa a 
done 

ct conf^qoiminaity . 

•r da» prop o r i iom troavte dans la premiere partie de oette note 9 on tin 

apiis 1m aubstttatioDa dana coa (p, p') el lea r^udiana, on ol»cient 

\ 
\ 

_ - -« 41A hlf ee y^- 

^o« (P>l>^) = ' ; = . I (3). 

a/i,i.i */'.».■ 

V? + F + -? * V?r + rr + e7 



Lon^e lea detfx pcrpeadicnlairet p tip' ton^ 1^ aogka droita, on rtvoBiba ' 
iuf ia celation (a). ^ 



3fi8 l^QUATIOlf 

1*. En dhigauA f9S t, f, f lei projtedoBa de Yidn d'mi 
triangle sur les plans (xz) , Qys) ^ (x^) , «t F^qoation da plan 
qui contient le triangle, ^tant 

Ajc + Bjf + Ot + Dsro^ 

nous ayoBS trouv^ (probl. II) 

or T tent I'aire dn triangjle de Tespace , et P nnb perpen- 
diculaire pien6e de Torigbe sur le plan de ce trian^e, 
udtiB d&nontrerons bientdt qa*on a 

D_ P rr 

D ayant Vacception £nonc6e (probl. II) : d'aOlennnous ayona 
trony^ (probl. VI) 

D 



P = 



z-^ • 



V/i + A^ + B* 



rempla9anft dans cette expression A par — j^ , B par — ^ , 

D par — -p y pour qu*elle conyienne au plan de r^ation 
ci-dessus , on obdent 

p= , p 

V^A»+B*4.C« 
done 

D_ DXT . 

6 3t/A»+B»4.C»* 

d'o4 

et T = i V/A»+B» + C*i . 

et cons^quemment , 

T__ 1 T_ 1 T I 

t B » f— A »?■— C • 



|/A«+B»+e I/A'+B'+C* l/A«+B»-fC» 



» 

mais noita avdiu vol ^probl. IX > cor. II) qae ces ezpretsiont 
^taient celles des rapports dn rayon aux oosiniu det angles . 
qne fait le plan da T ayec chacim des trois plans rectanga- 
laires de projection : ainsi la premiire partie de la proposition 
se tronye d^montrfe. 

d"*. Supposons nn polygene plan dans Tespace , dicomposA 
en' triangles T ^ S» R , etc. par des diagonales ; et nommona 
5 1 ^, s^ lea aires des projecti(»S de I'aire S :.on a ansii, 
d*apre^ le tbtorime (i^)« 

S* = ^ + ^' + *'•, 

etc* 
or 

t f^ £* 



T ^ T ^ T 
S = i. f + ^ / + 4 A 



S ^ S ^ S 
etc. • 

Mais^ d*apr^ le premier theor^me, et parce ^e les aires 

T 

T, S, R, etc. sont dans unmfime plan > les ra^rportB y , etc» 

sont igaux aux rapports -, etc. , done 

* — * f _«' *•_ *• ^ . 

T~~S ' T"~S • f "" s' *"•' 

^galitis qni donnent cellet^ 

S<= T^, S/= T/j St* =s: T/, etc., 
ou 

^a = Ti% /St' =: T/% j*Sl* = T/% etc. 

et cons^uemment en les a)outant et tenant compte de 
S» = #• + *'»+ A on a 

TS = *t + s't + s'f i 
ainsi 

( T + Sy = T* + aST + S» 
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et de la 

^n prenant un troisieme tri^gle H dazis le plan des deux pre«> 
xuiers , dont les projections soient r^ /^ r^'^ on arriTerait a 
cette propriete, 

etc. 

ce qui demontre la seconde parde d^ Tenonce. Il est bien 
entendu que les carr^s des aires ^ sOilt led caires des nombres 
qui les expriment. 

Th^or^me II. La projection orthogonale dune aire quel- 
conque sur un plan , est igale d Id somme des projections de 
projections fornixes , en projetant dabord cette aire sur troir 
plans rectangulaires , ensuite en projetant ces projections sur 
le plan propose, 

Soieslt S une surface plane dtos fespace^ A^ A'^ A'' ^e^ 

trois projections sur les trois plans rectangulaires (xy), {^^y 
{yz) ; F la projection de S sur un autre plan , fet V Tafl^d du 
plan de S avec celui de B : on aura ( theor. I) 

B = S cos V } 

mais en d^sigoant par co^ p , cos p', cos p" leS cosinus des 
angles de S ayec les trois plans rectangulaires de^ projections 
A,A', A", on a (theor. I) 

A:=sScasp, A' = Swi8^, A^=£Sdosp*: 

si Ton disigne par «» , C,y les inclinaisons du pdkn de B 
sur les plans rectangulaires A,^A', A", on rffcra [probL IX, 
form. (5)3 > 

 cos V = cos «».co8 p + cos C cos p' + cos y cos p'' , 
et en multipliant chaque membre par S ^ on obtient 

B = A cos «• + A.' cos C -J- A" cos y/. . .(i) , 
ce qui est la propriety dnoncee. 



Si B'j B' r^F^sentnit les pro)eetloia d« S rat denx antres 
■plans perpesdiculaires enlr'eDX et a celui qui contient B , oil 

B' = A cos •' + A' cos C + A' cos y'. . . .(a) , 
B" = A cos •' + A' cos C" -(. A" cos y' (3), 

»', C, ^' ^tant' les inclinaisoos' <!e B' sur les plans rectaugo- 
laires A, A', A"> et •", C, y' celles de B" aur les mtoe« 
plans. 

Oik a , e» infimfl temps ( Th^. I ), 

S' = A'+ A'-'+ A", 

S» = B» + B" + B"' ; 
done 

A* + A" + A" = B' 4- B" 4- Bf, 

r&nltat qui apprend qne quelle que s(Mt la position des trois 
plans rectangulaim de projection, qui fonnent le second sys- 
t^me , la somme fi* -^ B** -f- B'* sera tonjours constante poor 
une meme valetii de S. On tire de la 



B = V'A'-f- A''-t-A"' — B'- — B". 

Ainsi la plils grande valeur que puisse avoir la pn^ection B , 
est celle ijui r^pond 4 B' = o , ff" = o. 

Le plan qui r^ond a cette plus grande projection B , 
joue un rdle tr^important en m^canique : voici de quelle 
maniere on le d^termtne. Si Ton multiplie (t) par cos «, 
(a) par cos •', et (3) par cos •' , si I'on ajonte ces trois pr<^ 
duits , et qu'on rMuise d'apr^s les Rations ( probl. IX j 
coroll. rv), on trouvera 

A =Bco8* + B'c08«' + B'cos »'....i4) : 
on aurait de m4me 

A' = fi cos ff + B' cos C + B' cos C. 
A' = B cos y + B' cos 5-' + B" cos y' . 
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en observant que « et C d&ignant lea inclinaisons ivac le plai^ 
fi des plans {ocy) , (pcz); «r et C celles des m^mes plans sur 
le plan B' ; et enfin tt" et C celles des mfimes plan^ snr B'': 
or, sous les hypotheses B' = o^ B'^zso^ ces expressions 

deyiennent ' 

A = B cos « , A' =1 B cos C^ A' = B cos y. 

Soit 

m = Mx + Vy + P (7), 

r^quadon du plan de B , rapport^ auz plans de A, A% A* 
rectangolanres entr'eux> et repr^sentant les plans (poji), {pc£), 
(yz) : on a (probL IX> coroll. n) 

1 

cos « =r — s=, 

M 

cosy = 



mm* 



Pour avoir Tangle f de la trace de B dans le plan A ayec 
Taxe des^x> on fera 2=0 dans (7) , ce qui donnera 

_ M P 

J^ — — jj a: — -, 

d'oA 

A* 

^ft_' M cosv B A*^ ^«. 

B 

et d*ailleura , 

cos « = — = '• (q). 

Ainsi lorsqu*on condaitra les projections A j Af, A" sur trob 

' plans rectangnlaires pris arbitrairement , la position du plan 

de la plus grande projection , se d^eroiinera imm^diafeinent 
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& I'aide dea formules (^ et (g) , et on obserren que lea 
d^emunadons de « et de ^ coa\ieiuient d nne s4rie de plans 
parall^les anr leaqneb les projectiotia de S seruent ^gales. 

ProblMe XI. TVouver Cexpressian de la soUditi tfans 
fyramide triangulaire , aumoyendes coordoimdes des somntiets 
des armies triidres. 

Nous supposerons que I'm) des qnatre angles tri^dres,'Soit a 
I'ongine mgme dea coordonn^es , et noua d^signerona par 
a/, y, a'; x", y, z."; x", y, a" les coordonn^ d«s angles 
aolidea M', M', M* de I'espace. 

O'abord si I'on forme les neuf qnantit^ 

I =ya*'_iy I, =«'x'— x"z*| i; =x"y— /a*) 

j"=ya" — ay |»'=sa'j::' — 3fz'\i^=^x'y'' — yx°) 

je dis qn'en snppoaant les six Equations soiyantea dont les 
troia premierea expriment les carr^ d63 distances de I'oiigine 
«ox points M', ftf, BT*, 

a/* 4- y 4- a'« = m [ x'jf+yy 4- sV = B ■J 

:r" + y-+ a'-'^m' :c'^+yy + a'z'= n' [....(a), 

jc^+ y«+ 4-« := „« I ya:« ^yy + ^V = »' J 

et faisant , ponr abr^ger ', 



. = m'm'— »■ 


C = I.V 


/ = mil.' — I." 


f = im" 


.■= mm' — li- 


«•=»»' 


on aura de mfime 








• P); 



?■+.■ + (■=.. I E'|-+ ,'.•+ «■= C 

e"+""+t"=.' sr+-.- + «' = «' 
r+ ••■+ r= •■ I ?i' + ..' + K = «■ 

conune on pent s'en aasurer par la anbatttution 

d={.t'----... .' ?, f ,..•' ,« 

, of, y, »' ; i", /, »•; a?", y". ,'". 



534 iQVATKMt 

Posaiit mxicote 
OP. troayerait 

* c 4- X s + y« = A 



z 



»'< 4- x'i + y* = A ^ 



On salt que /, g, ft 6tant les trob c6t& d'un triangle rec- 
tili^e , son aire est exprim^e par 

«in9i pour le triangle WiTM'" dont nous repr^seateron* lej 
c6t& par t/c", i/c", V^c', on «»»», 

i6E« = 4c'e^ — («' 4- c' — «' 'Tv 

or en obsenrant que les quantit^s 

m + m' — aw", m+Tn" — an', m'^m^-^fm 

cpcpriment les carF^s des distances entre les points M' etM*^ 
M' et M'", M" et W", lejsqtieUes a^nt aassi <f'^^ c\ c\ o» 
aura 

4E* = (m'+m''— fl/i) (m+m"— a/iO — (m"— /i— /i.'+»0* 
= mm''+mm''''\^Tn!' — sunn — !im!n''^sm"n'' 

= ^-f./+^"-f.sff+2C'+2e*' .(7O S 

done Texpression (7) deyi^At 

n faut aiaiatenant trouyer la hantenr P de la pyramide , 
c'est'-a-^re > la'longtteiH: d'une perpencKculaire men^e de 
Vorigine sinr le pla^ des poiats M% U", M'\ Or rfejualtion 



du plan ^tant 

»s= Ax + By + D, 

on 4 poor lea points M', M*, M"' par lesqoeb il doit passer,' 
cea trois conditions 

s' = A^ + By + D , 
i" = Ax" + By + D, 
a"'= Ax"'+8y"+D, 
desqnelles on tire 

Y ( »'-o +y ( »■"- «• ) + y " ( »•- xT) 
»' c/-y") + i- (/"-/) + ^" C/-/J  

?0'-y")+''(y"-y)+*"' cy-/)' 

En diveloppant les termea et introduisant les abr^iations (i) ,' 
on trouve 

enauite I'^qnatioii 

»' = Aj:' + py + D 
donnera 

D = a' — Ai'— B/ 

_ »■(!: +f+o+3^'a+r+o+y('+»'+»') 

et d'apris les ^qoatioDs ( 6 ) , 
D 



Or On a trouTe (probl. VH) 

l/i + A'+B- 
■u])Stituant pour A , B ^ D lems Tajeuis tronv 



n 
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lo) , il Ticndca 

c*e8t-a-dire , en d^veloppant les tennes qui sont sous le ra« 
^ical , et faisant les suiMlitations en m y d, m", C, i\ C daor* 
niea par (4) , 

done enfin, en multipliant (8) par (ii) » il Yient 

EJP_A_ 
3 ~ 6 ~ 

or la qnantit^ entre parenlii^es ^tant Fexpressioji de D 
(probl. U)^ on a 

D = 6 X -5— = 6 vol. de la pyr., 

propri^6 dont la d^monstratiou est due i rUla^tre Lagrange, 
qui de la mfime analyse a cx}ncla I'escpression du volume d*un 
parallflepipMe quelconque , en foncdon des trois aretes conti- 
gues a Tangle solide qui est I'origine des coordonn6es, etdes 
angles entre les aretes ; mais on peut parvenir k cette m£me 
formule qui nous sera nfcessaire par la suite , d'une maniire 
plus espeditive, sans employer n^anmoins d'autre considfei^ 
tion que celle des coordonn^es rectangles. 

Supposons , pour simplifier, que la base AKN^N' du paraI16- 
lepipMe soit sur le plan des (ay) , que Tun de ses angles so- 
lides comcide avec I'origine A (fig. 1 58) des ooordonn^s, que 
des trois aretes a , i, c, contigues i cet angle, ct/dont les 
deux premierss9nt dans le plan (ay), Tune a=: AN se confOiode 
aVec Faxe des x , et I'autre b soit AN' ; enfin , soient 

ang. (c, i) = «,ang. (c, a) = C, ang. (a,*) = 3^ r 
Faire de la base ^tant a &sin^, le volume V sera 

V =5 abz sin J' , 



/ 
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2 ^tant la hauteur dn paralUlepip^de , c*e8t4-dire^ la-per- 
pendiculaire abaiss6e de rextr^mite M de I'arAte c sur la base : 
il reste d troiiyer z en fonctioii des donnies. Si de M on abaisse 
une perpendiculaire Mmfz^zp sur I'axe des x ^ c'est-a-dire^ 

sur la direction de a^ on aura 
- • 
p :=s csinC, z = V^p*— y= |/c»sin«C— jr», 

2 6tant Fordonn^e de rextr^mit^ de c. Or m, projection de 
M sur la base, ayant pour coordonn^es a; et ^ , et x', y 
itamt ceRes du point N'^, si Ton pose Am = ft ^ mN' = /i , on aura 

Vx^+y = ft*, ^• + y*=. A*, 

d*ou Ton tire ' 

xj/ -J- jfy = — ^ z=z bk cos (b, ky > 

r=: be cos (i , ft). cos (c , A ) , 

fiL cause de & == c cos (c, ft ). Si de Textr^mite M de I'ar^te c 
dont la projection horizontale est ft , on abaisse sur b une per* 
pendiculaire , et que la portion de b entre A et le pied de oetta 
perpendiculaire soit b\ on aura 

V ' ' h 

cos (i, ft) = -r I d'ailleurs coa (ft, c) = -^ 

ft ' c - 

done 

V 
' cos (6, ft). cos (<r, ft) = — = qos (6, c)=ssCo»#, '• 

r — 

ensorte que 

^^'+ J^y = Ac cos «j d"oii j^ == . a . 

Bfab 

x=brc?co8 (a, c)=^ ccostf, x^= icos (a, i) = 6}. / 
* ' »y:;=:iiin.(^, i) =i&sifi^^V ~. .: .. ''] 



I 
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V 

done 

^t aprit les substitatiotis faites dans la yalenr At t^ 



c 



^t sin*Csui» j»— (cos ii-^c6«Cco» 7)"J, 



sin^ 

€t 

V = abc ^[]i— co8*#— cos*C— cos*y+fl cos « cos C cos y] 
z=zabc |/[i— co8'(c,i)— C08*(c,c) — cos*(a^i) 
-4-aco8(c^&) cos (c,a) cos (a,i)]. 

ProbUme XH; Deux droites ^tant donHies dans tespace , 
^uver, i*. lei ifuatians de la droite-qui €St em mime temps 
perpendicvlaire a tune et a I autre ^ et sur laqueUe se m/^ 
sure leur plus courte distance ; a', t expression de cette plus 
courte distance. 

Soit / Tone da ces droites ayant pour Equations 

X =s as 4* '^f y =: ia H- C; 
•oit F la seconde droite ayant pour ^nations 

X = a'z + •', j^ = y» + C : 

nous ^crirons que par chacuue de ces droites on mine un 
plan y et que ces plans sont parallMes. La droite / perce le 
plan des {xy) en on pointV d6nt les ooordonnies scknt 

«s=o, y — ^ f x=:«; 

la droite f perce le mdme plan en un point / d^iit let • 
aoordonn^es sont 

z=o, jf=tr, x=B«: 

pour dire qu'un plan 

a = Ax 4- B J' 4- D 

contient la droite /, on emploie (probL ID) les conditions 

(i>v.Aa 4- B^ 3si 1 , A« -f BC4- D =s o....(a); 



4a yaleur de D tirle d# ( a) et rapoH£«* cbun r^^oMtidfl^ du 
plan > k chUBgtt dazu ct Ue^i , ... 

«t il resl^ k tSOfldition (i). 

Pour dire aussi qa'un plan - ' 

trcmtietft k dtdite f^ on aura 

» = A' (* — -') +B'4jr-C), 
avec la condition i 

AV + B'A'= 1 (3); 

auk Ua deux pkna doivnit dfre pafaStks ; done 

A a= A' , B St fi' 

et 

« = A ^ar 

* sc A 






d'ailleurs des conditions (i)et (3), enfaisant dans cett« derr 
itite«, A'i=!A, ir.=^B, oil d£dnit ^ 

Viitdnrs q6*on portera po^ A etB dam led ^quitioiis (4)- ^ 9 agh 
actu^llement de trouver r^qoation d'tuie pelpendicnlaire 4 oo 
plans paralleles^ et dont les extr^mk^s aoient aur c^acUne Af 
droites / et /. A cet effet, nous snpposerons par It poiat f tA. 
ta droite / perce le plan {xy) ^ one perpendieukir0 P an plto 
xnen£ par t , et par / point on k droite I peree k m^txm 
{>lan (xy), une peipendiculaire P' au plan men^ par / ; ptns pai 
1^ et / tin plan ijni sera perpendicukire au plan par If ef 
par P' et /^ un plan qai^ seara perpencUcakke M pkn par /; 
ces dettx plUns se couperont suivant une droites. perpe^ioiFf 
kire a chacun des plans paralleles^ droite dont les extr^mi- 
t6s seront sur les ligned l, f\ ensorta qtfelle sera la plus 
courte distance en p^sidofi^ Vfaie« * 



^j^x> Equation 

La perpendicnlaire P menee de rdont les cobrobi^ef aont 
» et C au plan de /> a pour Equations (probl. Y) > 

07 = -— A» + #i, y ^=^ — B»4-Cj . 
la perpendiculaire men^e de / dont les co€Mrdb]iDSl9B8ont#/et.C 
au plan de / , a pour Equations 

X s= — A» + #% jf .^ — B« + f ; 

le plan men6 par / et la perpendiculaire P qui part de r ^ ^ 
pour Equation 

z^h (x^O + M (jf-C) .(5), 

et les conditions d'apr^ lesquelies ce plan passe par ces denx 
droites , sont 

(6) La+.MA?=: 1, LA-f MB=sr- i.....(7): 

le plan men6 par t et la p^c^ndicalain V qui part de /, a 
pour Equation 

U et M' .^tant d^tennin^es par les Equations 

(g).. . . LV 4- M^y = 1 , L'A + M'B = — . !• . .,(xo). 

Apr^ la substitution dans ces quatre equations , des yaleura 
de A et B trouy^es plus haut^ on pourra ^valuer L^ M, L' 
et Af en a ^ a', b et y : ces valeurs report^es dans (5) et (8)| 
dpnneront > apr^ T^limination successive de x et de y ', les 
^quatiotis des {Hrojections de la plus courte distance sur les 
plans {yz)i (xz). • 

Nous chercherons enfin la longueur absolu^ de la plus courte 
distance. Si de I'origine des coordonn^es^ on abaisse une per-* 
p^idiculaire sur cbacun des plans paralldes^ la difference 
entre la plus ^ande perpendiculaire et la plus petite^ s^a en 
longueur la plus courte distance entre les droites. 

La perpendiculaire men6e de Torigine sur le p]an passant; 
par I, a pour expression (probl. YI ) 

P ^ . * A#4-BC 



y 
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«n obierrant que , poor ce plan qui « pour {qnation 

D-=-(A- + BC); 

U perpcDdiculaiia men^ de rorigin« an plan par f, a pow 
expression 

P'=— - 



JU + K 



V. + A' + B 
la di]F£renc« 



f-T: 



A(. — /)+B(C — f) 



l/i+A'+B- 
__ (.-.^(y-M-CC-f )(■■'-») 

- vTifo'- =)■+ (y- *)•+ («■» - oyy] • 

apris avoir remplac^ A et B par lems valenn. 

CoroUairv. Loraqne les droitss doanees se rencontrent , cette 
distance est nulle , et on a 

relation deja trouT^ (probl. DI}, et qui exprime qa« deox 
drtMtes se conpeut dans I'espace. 



1 
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CHAPITRE XVm. 



Transformation des eoordonnSes en trois dimmuidns^ 

193. I^E di^pilre offre poinr F^spuce d^ formtiles analognes 
a cfllea q^e boiu ayons donn^es dan^ h chapibre HI, pour 
vn plan , formules au moyen desquelles on peut d^bairasser 
r^qnation g^n^rale dm second dpff^ entre trois Tariables , de* 
pl9#i#uii da MM t#]rqi^s^ $9m im fkut fmm pefdra da sa 
f/tniraiiti. 

Probl&n^ I* Passef fiime otigine a una ^nliv , fes rBbu-^ 
veOux axes 4tant respectivement parall^le^ aux pxemeri. 

Les coordonn^es de la nonvelle origine fapparkiSe 4 1*^^ 
rienne , txant a, b , Cj on tt ces relations 

X = a 4- a/, y = b '{^ y, z ^=i c + z\ 

X, y i z 6tamt les coordonn^es primitives ,wt of, y, z' lea 
Aonyelles coordonn^es paralliles aux prfeMentes i et compt^a 
de la nouyelle o^gine. 

ProbUme II. Passer iun systime de coordonndes rectaw^ 
gulaires a un autre systime de coordomUes aussi rectan^ 
gulaires. * 

Soient AX , AY , AZ les axes d'lm des syst^mes > et 
Xy yy 4 les coordonn^es correspondantes : soient AX'/AY% 
AZ' les ax^ d'nn autre systime > et j/^ y\ z' lea cooxdonn^ea 
correspondantes'; 



BH Hoii DijpvmoM. s^ar 

Qne I'ue AX fass« avec lea uu AX', AT, AZ' 1« aagW 
Qu« Vaxe AY £i«se avec lis m^mes axa , le» ugloi 
Que I'aze AZ fasw arec • les mfimea 'Axet , les an^ei 

. Par ranrlmita X d« I'axa AX =3 x , toit coofit un plan 

np«rpei)dic«lli»4AX-, on «iira(igi)cette^qnatioBdania^ 
portee aux axes AX.', AY', AZ' par let coordoiui£e»x', ^, s', 

M SR i/cM* -V- yeoa»' -^ 2'ctw«'.,..(i); 

concevaot de m^rae im plan n' iiien4 par reztr^miti T ^ 
Taxe AY , et perpendicnlairement i AY ; on antre plan n 
meni par Textr^mit^ de AZ, et parpandinilairenient & AZ ; 
on anra cos denz 6qiiationg , 

a = x* cos / + ycoay' + a' cosj-'. . , .^. 

TdlM BOBt Id! relations aatn Im cMndonnto da premier 
sjntdme , celles dn second et les angles entre chacun dee «Uft 
pnQuti& «t Im axH vari^. 

Pcnr noa le> relations f^proqnes , on maltipliera les deu 
nranhrei de (■) p^ocw «,' eanx de (a) par cosC, cetn de(^ 
par goe)' , ,cti«a Msaot «orapte im teltfioiH fUmnntr fai 
(chap. XYn, probl. tX), savoir : 

C08'« + 09«< + C0«> IM 1 (iO. 

cos a cos a' -f- o* Ccoa C + cos 7 cos y' = O ff), 

COS • cos a" -t" COB C cos C -f- cos y cos>* = 



• + y coa C '^ X 
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on obtiendrait pareillement , 

y = a? cog • ^ y cos f + a cos ^' , . .*t . .(8) , 

' a' = a; cos •* + ^ cos C'' + 2 cos y" (9) ^ . 

sous les. conditions 

 cos* •' + COS* C + cos* y' = i.;..(io) j^' 

€0S*«" 4^ ^8*C* + C08*>' = l....(ll) , 
COS m COS «" + COS C COS C + COS y' COS Jr'* = o... .(19) , 

- » 

Probleme III. Passer Hun sysikifM de c(K>rdonndes rec^ 
tangulaires Xy y, z d.un- syst^me de ceordonndes^ obliques 

iSoit ( fig. i59 ) M le point de Tespace , rappprte aux axes rec- 
tangulaires AX ^ AY ^ AZ par lea coordonnees rectangulaires^ 
^> y» ^ > et aux axes obliques AX', AY', AZ' par les CQor- 
donnees a/, y, z' ; la ligne AM sera , en m^me temps , la 
diagon^e de d^iix p^aUel^iped6& , Tun rectangle, ^nstruit 
8ur Xy y, Zy Vautre oblique construit sur a/, y\ z' i on 
observera que le plan des afy' n est pas le m^me que celui 
desory » et que ces deux plaiis ont un point conimttn quf estf 
Torigine. 

Soient Am', m!m" y m"M les trois coordonn^et obliqueai 
x', y'y 2I : si des points M , rvfy Tn\ on mene les perpendi-* 
culaires MP , m"p"y to'p^ sur Taxe AX , la somme des troi* 
projcfctions A//, p'p", p"P, que nous d6signer(»is par x^ , x^y a:% 
fiera egale a Tabscisse x : on aura done 

Pareillement si Torf d&igne par y^y y^, y^\ z^yZ^y z^y les 
projeetions des trois memes coordonnees sur les deux autrcs 
axes Y et Z, on aura ^ 



EM ntOlS CIHENSIOHS. ' Z^ 

Si I'm denote par (y, x) , (a/, y) . (a/, s) ; (/, ar) ,(y,y), 
Cy, z); {^, x), (z'l y)i'(fi's x)j lea anglei de cbacnn dei^ 
9xes AX', AY', AZ' ayec les axes primitifs AX , ' AY , AZ , 
on tronvera facilement (*) 

j;^=:ycoa(x',3r), _y^:=3^coiQe',y), », ^ :c'cos( a:', a) , 

,x,:=ycoa(y,x) , J", =j^co*(j^>j')j *,^y'<*'*cyi*) » 

a:,:=a'cos(a'j j:), _y»=a'co8(i', jf), s^=z'cds(x', x). v 

Aisgi les fonnules (i3), (i4) et (i5] deviennent 

a: = a:'co8 (x', x) + ycos (/, x) + a'cos (a', x)^ 

3' = x'co8(x',^) + yc<is(y,y) 4- a'cos (t',_)')[...(ie).' 

a := a'cos (a/, a) + ^'cos (y, a) + a'cos (a', a)J 

(te a en mime temps les six £qaatt(Hu de condition , 

co8» (j:^, x) + cos' (a/, jr) + cos»(x', *) = i\ 
] cos'iy', x) + co»' (/, y) + cos'iy', »> = i|...(i?).- 
, COS* («'> x) + COB* (a', ^) 4- cos* (»', a) = i} 

cos C^', a') := co8(y ,x)cos( a', j^+cos(y,y)cosC a', J*) ^ 
-h=03Cy,*)cosC *',*)/ 

tos(j^, a')=COs(x',x)coa(a',x)-H;oa(x',^)co8(;^,^)r . gv , 
+cos(x'j z)cos( :^, «)f ^ , 

cos i^,y) ^ COs(x',x)cos(y, x)+cos(x',^)cos(y, J-)! 

'  +cos(x', ajcos^y, a) J 



(*) Cci igaiiti$teAidaiuinlde celle pnipn^t^. Soil (fig. i6o) Due Ijgne 
jroile MM' xiLK^e d^nne mani^ ^elcoTic[U6 ditu Peipace ^ el qui ne ^ait 
pu diDt nn mime ptao nee I'ue AX : n pat M , on mine uoe pvBUil^ 
Mm & AX , AX el Mm lerODt dans an mtae plaa : du poial M' abaiuant 
nneperpeadicaliircMTj'iuT ccplsD, el de n'lniMinuae perpendicnUira 
Si'm qui , piblongce , le tei» en n' m AX : on uit ^'^ joigiual M* nee 
'm ct n'; let tigiiea M'fn el M'n' Mtont pcipeadicnlaii«sa ~~ — - - 

nn' itant la prajectian de MM' •or'AX', 'on aara 

'  '  Mm ^ wt' = MM' eo» M'Mni. 
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Remarque. Les foymules (16) senrent eaoore 4 patse^^mr 
igriBt^me de cecrddim^es x , y^ z rectaQgalilires k na autr» 
eystime de copfdonn^cff ji^> 1/ »' pawiilemant reet-angnlairti ;f 
mais alors dana les ^quatioiis de coaditioiii (18) , on a 

,COa (y, »')=0, 003(4/, «i')=sO, OOi (JC^, y) =a: 0» 

• Dans les fonnuks_.( 16), on pent remplacer les nenf 
angles (j/, a;), iy\ y)» etc. par trois an^es seulemear, 
sayoir, l^ Fangle entre TaxQ d^ off et la projectioa s^r It 
plan ( J?, ^) ; a". Tangle entre cette projection et Taxe des x ; 
S^ Tangle d'inclinaison dii plan (afy) sur le pla^ (opy), dpn«> 
n^es qui pnlEsent en su{^K)sant le? Irois nouvellea coc9v|onnee» 
a/, y, as' rectangulaire^. 

Solent (fig. 161) AX^ AY', AZt les nonyeanx axes rec^ 
tangulaires entr'enxj etnAA U ^ac« dv plan (j/y)daBdIe plan- 
(x^y) ', conceyons une sphere dont le centre soit en A, et dent la 
rayon AT =s 1 ; et imaginens des arcs de grands eercles TQ , 
Q^S, TR, TS : les cdt4s TR, TQ, RQ dit triaoj^e sph^- 
rique TRQ seront Vespeetiyement ^, (3/, j?)etf,et Tahgle 
en R dans le triangle spheriqi^e^TRQ , l^qii^l est celnides decp| 
tangente^ en R aux arps RT, RQ > sera Tangle 6 d*incIuiaison 
da plan TAR snr QAR, ou du pl|n (xV) sur le pUm (o^) ; 
ainsi le triangle spheriqu^ TRQ foumira une relation entra 
(a?', x), '^y ^et •. 

Le triimgle spMriqne STR dans lequel Tare ST = (x^, yy ^ 
TR=^J/, SR = - — QR=-— ^, et Tangle TRS=:»~i 

foumira une relation entre* (^> J^) > ^> ^ et 0. 

Si par T^e dw Si fit par calw im ^\ 0» feit pj^?wr an ^X9 

de grand cercle ZTP ;= - ^^ le tri^gle spMriguo PRT reo* 

Ungle en f, doqaer« qne r^latiop tntrv P^ =^ -^ *^ C'' > ')» 
111P = 9 etTR = 5l/. 
Ayant ainsi eyalu6 cos (op', a:) , cos (x^, y), cos (a/, « ) » 



el, deUmten a»iii«r«, W C/' *)» «»<y' >)' •»•(/'*>• 

€soa(a', »), C08Ca',_y),c08(a', tJenligoestrigonomitriqiiM 

Iks fommles (16], et on obtiendra le« fonnales dierchiet. 
Cstte f<»)iuile denwab^ (Trig, splifr.) > 

cMa^B)a*(MBc + •'oJ^*w ccw A W* 

dans laqvBlIe « , (, « SMlt )m cAt^> d'nn iriugja ipbfeiqm ,< 
«t A' Tangle opposi an c6ti a, donne pour le trianglB ETQ, • 

B = TQ = (ar*, x), 4 = TR = +, ' 

c=xBQ = f, A=TEQ?^<, 

et cona^oinmeat, 

. W.C«*.*> »= omi'4*op«^+ eul»^•Bl♦•e• »...,. .(ij). ' 
Poor !« trianf^le ^XR^ oa a 

c = TR :s 4^ . A sr'ms » «■ — 1^ 

et cons^qaenunant , 

cos (^] y) := siqf cos if' — cob f vn if' cos O.,..(3o], 

Dans le triangle PRT , rectangle en P, , on part de cette 
propri^t^, que les sinus des angle* *ont propoFtioBBQlt Wft 
sinns des cdt£s oppos^ , ensorte que 

un TRP : sin TPR :: sin TP : sin TR. 
Mais 

•nip = 6, TPR=K*, TR — ^- TP = J— C»',«)V 

done 

cos (jK*, «} ^ MB i)> sin S (31) 

Evahions cos ( V, x), C04 (y, v) , cos (jr*, i 
( Eg. 1 6a ] I'an ^es y, perpcni^calaii* i c^w ' 
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les denx. triangles sph^qnes CRQ, URS , on a 

VS=(y,y), RS=QSM?» = -— #et«RS:=- — fl: 

or en fauint dans U fonnnle (H) , pour te tnangle HRQ , 
fl=(y» a;),i=5-+il',c^f,A = fl, on troore 

COB C/' ^) = — BiBi}'coaf + CM.if' ^ f cos 9. . . .(33), 

et pour le triangle DRS,c=(y,^),i=| — #, e=iH--; 

A=;»— fl, 

co»'(y,j) = — sin f sia 4' ^ coa f COS ipcoi * (aS). 

Si paries axes z ety', on coB9pit nn arc 4b granctccFcle jus-' 

qu'au plan fxy) gn'il rencontre en L, Tare ZCL sera = — : dan* 

le triangle sph^riqne rectangle URL , on a 

sin ITL : sin URL :: sin DR : 1 -, 
mail 

iJL=- — ZU = -— (y,s),UK=i- + i(', UnL = 8:. 
done la proportion pr^c6dente donne 

cos {y', s) = sin A C09 4* (afl- 

Evalnoiu eiifin cps (a', x), cos(»', y), cos (1/, "a J." 
Soit (Eg- iG3) AZ' I'axe des z' perpendicnlaire an plan (a/y)v 
ri Ton ima^^les area de grands cercles-VNQ dans ]eplan(s'^}, 
TBK. dans le plan (a:y) , et VSK. dans le plan (fi'y) ; lea deuA 
trian^es iph^riqaes NBQ , KSR saont visiblement rectangles , 
I'lin en N , I'autre en K ; car , 1*. dans le premier , I'arc 

RK est d^crirdans le plan (o/y'), et cet arc est rencontrj it 

igle droit par Tare VQ, dlciit duu le pkn (z'x) par le nyoii 



r^ 
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AY, popendiculaire an plan (j/y); unai 



d'oii 



tz'.x)^l + vqr 



el on a la proportion 

Bin NQ : aia QR :: sin NRQ : i ; 

done 

— cos ( «'^ J?) = sin ^ Bin 6 (d5). 

i2^ Dans le triangle KRS, Tare TRK d^crit dans le plan 
(x'y)y est rencontr^ 4 angles droits en K ^ ad-dessous de (ay) , 
par Tare VSK dicrit Sans le plan (2^) par le xayon AV> 
perpendicniaire k (^'y') \ done 

(»', y) = VK — SK = - — SK, 

d'oii 

KS ±= -—(*', jr), RS = -—(?, KllS = NRQ=5fli 

done 

sin KS : sin SR :: sin KRS : 1 , 

tfoi:^ 

cos (»', jr) = COS f sin (a6). • 

Enfin Tangle (s^ 2) est Tangle entre les plans (a?y ) et (:ry) 
quenouft ayons appeU 6 \ donp 

COS («r, *) = cos 0. •••..... • (37). 

La substitution de ces cosinus dans les formules (16), donne 
les suiyantea^ 

X =3 ;r' (cos sin^sin 4" -(- cosf cos 4") 
+ j/ (cos fisinf cos <4 <— cos ^sin'^)^ 
— i" sin sin f ^ 



jr = a?' ( sin ^ cos ^ — cos 6 cos ^ sin + )N ' '(^» 
— y ( cos 6 pos ^ cos '^ r^ %m^ m-^ )| 

-H aT sin ff cos f , 

* .■ ^ . . . . • t. ". f * • - 

1^ =s a/sinflsin 4^ +y sin 6 cos 4'^-*' cos 9, 
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detqoelles on dMIut 

^= x(co8A8mf8iii4'"f*ooe^cos4^) 
«4-^(8inf 008 4^ — > cos S cos f, sin 4^)1 
-f* s sin 9 sin 4^ » 

y = X (cos 4Mn^cos4^«— cosf sin4')y...(a9). 
— y (cos (cos ^cos^^ -^ ssB ^sin^' 
•^ s sin A cos f , 

ft' = •— X sinO sin ^ -f>J^ ^ ' cosf -f-^<^os f » 

Ponr faire coincider les formales (a8) ayec celled d« 
1M[. Laplace , il faut changer 4^ en f , et redproquement ^ 
£ute sin 8 n^g^itif , et prendre la maleur 4e ^ en noins , Aki^ 
^emens qui r^ultent de la disposidon des axes* Si de plos on 
fait f = o pour faire rentrer I'axe des i/ dans le plan Qxy) , 
on aura 

07= a/cos4^+y cosSsin^-f-^'sinSsin^l ' 

y =-*• a^sin^J/ 4-y cos fl coe4/+ &' sin ftcos^^ [• . * . . ^) | 

formules dans lesquelles A repr^nte toujonis Tangle entre 
les plans (x j^O > (^ t ^t 4 1'angle de I'axe V dans le plan Qsy) 
^yec Tax^ des j^ . . 

Si doDA les f<«Md«S (ft8)| M fait 4^ a, tifp6tli^6 qiit 
fait rentrer I'axe de8 x dans te plmk (dty)^ tt k, ea mtew 
temps , on fak ^'s o^ on cesooibe sttr dt» fetnMlks que nous 
trouyeroas immMiatemeBl dans le pffoUim# smmAs 

PtobUme IV. Une surface 4tant rapportde a tftHs axes rec^ 
tanguhwu x,j,z, irauver Us fofrtmhi piropr^ d donner 
r^quathn de la comU djnUmctim 4$ c$tU surface par wi 
plan domtS de position par tangfe d§ Ma ifaiu dans le plan 
(x, y) apec taxe des x, et par son. inclinaison sur la 
plan (x,y). 

Nous prendrofls pour* axe des x^ la tiace du. plan d^ la 
section dans le plan (x, y) , tt eelt^ des / ooutenu dans U 
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■fiitm coiqmA, len perpendiciiltira i I'axa d« y : OotOOia nola 
ne coiuid4rons que les poiabde la s«etioti, atmtftltatiM s':aof 
Si Ton d^i^e par ^ I'mh^^I^, x) , rt par fi I'aiigle entre lea 
plana (J^ /} et (or j-}, let fonanles (16} deriendroat d'abord 

i = a:'cosf + ycos <y, *> , 

^ = aT gin 9 + y 00a cy, J-) , 

£ s= y ain , 
■n obaarraQt tpu coa (Vj »') a: o, (V, y) ^ - — f ,' 

(y, a) = - — fl. Aloja la troiai^me de> ^qnationg (18) 

dvrleiit 

o = cos f cos (y, a;) + sin f cos (y, ^); 

k cause de cos C^^, ^) ^ o , et la aeconde dea iquatioiu (17} 
•erichnt A. 

COS'Cy, «) + «0«*Cy,^) a= » — aim'l m cwa*l: 
on tire de li 

om (y, x) s^ «n f cos , 

cos Cy, >") = — COB f cos 6 ; 
consSqimaBiait lea fonndes ct-desaw imimaat 
af^ of cos f ^ y ain 9 cos S 1 

y z= xf tna 9 ^ y cba p coa 9 ^ Pi). 

£ K= y ain 9 J 

Pn>bl4me V. £noacer les coordonttdei rectangulaires dt 
tout point ii teSpact, ^ Jiuytji du fayon vecteux de ce 
jmiM , dt tangle entre ce tayoA vecteur et ta , prcjection 
horaoiOak , et 4e rangie entre cHte p^jtction horitontale et 
taxe des abscisses, < 

Loraqu'une droits R passe par I'origine des coordonD^es, et 
qne X, y ,i aont les coordonn^'d'un d^ aes points 

jc^RcesCR.f], J'^.&cdsCB>>}« «:KRca8| 
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()r de ces trois angles , deux seulement sont ind^termidiesi'i 
^Qse de la relation conniie, 

cos* (R, a:) + C08* (R> y) + ^^t (R, a) = i. 

La droite R se nonune le rayon vecteur du pointy et rorigine 
A est le p6k d'oi partent les rayons vecteurs des different 
points de Tespace. 

Lorsqu'on projette le rayon vecteur snr Tun des plans coor- 
donnes , sur le plan (xy) , pai' exemple , la position de ce rayorf 
©St ddnn^e par Tangle fl qu'il fait ayec sa projection horizon- • 
tale , et par Tangle ^ de cette projection avec l"iaxe de^ a:. 
Ainsi R 6tant la longueur de ce tayon yecteur , et r celle de^ 
8a projection ^ pn a 

r = R cos fl ; 

81 de Textr^mite de r, on abaisse des perpendiculaires sux^ 
les trois axes , les points oA elles rencontrent ces axes, seront 
les m^mes que ceux od aboutissentles perpendiodaires menses 
de R sur les m^mes ax^ : on aura done 

x = rco8f, y s=: r $in p , z = R sin 6 ; 
done 

I 

07 =Rcos ficosf >. ^==Rcos8sin^, • t = RsinS^ > 

On ti^e de la 

X cos 9 cos ^ y ..^ COS • sin ^ 
z sin 9 * z^^ sin 9 

Remarque. Lea formules (i6) servei^t a £nonc^ la distance 

|/x**+^*+z'* de Torigine k un point x y y ^z , en coor- 
^onnies obliques du m^me point : a cet effet^ remp]a9ant 
Xy y, z "pax leurs valeurs (i$), et r^duisant d'apr^ (17X 
^t (18) , on trpuve 

* = a/* + y* 7|Pil+ »'• + Sta// cos {<xf, /) 

4-flicV qos (a4 i') -+ a/a' cos C/, »' ). • * •t^sO-^ 
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CHAPITRE XIX. 

Discussion des surfaces representees par t equation la 
plus generate du second degre entre trois variables. 

ig4 • v^N a yu dans ce qui precede ^ que les ^qnatiom da 
premier degr6 entre trois yariables y repr^sentent des sui£aces 
planes ou des plans > comme les eq[aations du premier degre 
entre deux variables , repr^sentent des lignes droites : en pas- 
\ fiant des lignes droites aux lignes courbes du premier ordre , 
ou aux lignes du second degr6 , Tequation prend trois termes 
de plus y savoir , les termes des carr^s et du rectangle des 
variables : on pass era done a des si^aces courbes qui seront 
dites du premier ordre ^ ou du second degre y en ajoutant 
a Tequation du plan^ les termes descants et des rectangles 
des variables. Ainsi nous aurons cette equation la plus gen^. 
rale du second degrS entre trois variables^ 

Aa^4-By+C»M-Dxj'+Ejr24-Fa724^a>f%4.I*==L^ . .(i^ 

ou en diyisant par L , ' 

les axes des x y y et z etant rectangulaires entr'enx. 

155. Puisque deux de ces variables peuvent ^tre prises 4 
volonte , on pourra resoudre I'^quatiou par rapport k la troi- 
sieme qui sera y par exemple , z , ensorte que , pour un sjstime ' 
de valeurs.de a; et de jr , ontconclura detik valenr3'de z; et'p4r - 
cons^uent deux points de. la surface, 91 cependaot les deux 
valeurs de z sont r^elles. 

a3 
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I* riioladoD de I'^quatioD (a) par rapport k a, donn* 

ac ' ■- -■  

par rapport i y^, donne 

parrapport & x , donoe 

ot les parties ratioimelles de cea valeurs , £tant represeaUei par 
Z, Y, X , on a ces trois ^adona 

Sc 

Tf=. :: — ' 

aa ' 

ai sont a trois plans doat chacuQ dirise igalement Iss cordu 
amprises dans la stnface , TespectiTemsat paralleles aux axes 
taz, y, X. Cea plau^ aym^triquea h coupent en un point 
n'on nomme centre de la surface, et dont on tron?e leg coordoo- 
iet, ennotant z et Z par ^,y et Y par C, xet Xpai«, 
t ^Talnant y, C, « au moyen de ces trois ^atioaa 

My-\-t^+fm + ii=o, 

flfl* + <K -f />+ g- = o. 

onque cea Taleun "Ae m, S,-y seroot Snies , U anXtot «d* 
uttni nn cantre *, dani te cas contraire , ca point nt ponm 
diter. 
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' 196. Nous allons prouver qu'en passant d*im sjratime i tin 
ftntre systtoe d'axes rectangnlaires , et en deplapant Tori*, 
gine » on pent r^duire V^qnation (a) iL cette fonn^ trif-^implf 

La:* + %» + Na* = 1 ; 

en elFet, on introduit ainsi six ind^ermin^es , savoir^ les trois 
angles 4^ ^ 9 ^ 9 ^ et les trois coordonnees de la nouyelle 
origine rapportee a Tancienne , au nioyen desquelles on pent 
faire disparaitre six des dix term^s d^ T^quation (d). 

Si dans Tequation (a) onsubstitued'abordponrx^y, z les 
fonnules (3o), trouvees ( chap. XVIII ) , sayoir: 

X 3= of cos^^ +J^ cos 9 w 4^ ^ *' sin sin ^ , 
jf = — a/ sin 4^ +y cos 6 cos 4^ -f* £^ sin co^^'^ 
» = — ^ sin • + «' cos fl , 

on o)>ti^dra i;ne transfonii6e toujourf dn second degr£ en 
x\ y'i z\ dans laquellis les coefScieps de|» Tfinable? renfei^ 
meront les angles 4^ ^^ ^ ^vec a « ^, c. . . . : les facteurs des 
rectangles xV^ y'z^f 6gaUs a zero, seront 

a{€i^^)8in. 9 siA 4^ cos 4^ + cos 9 (fcqa ^ — e sin 4) 

rr- isinfl (sin»^ — cps'^) = Q. . . • (3) , 

Asin 9 QQi 9 (^ sin^ -f- b^^ + cisin 4^eo6 ^^^c) 

-^(»in»9*^cps«9) (/ sin 4+« cd9 4^)= o {jQ , 

et il s*agit de pronyer la r^alit^ des angles 4^ et 9. A cet 
effet , qa*on diyise (3X par C^ 9 , et pQ par sin 9 cos 9, et 
on aura ^ 

9 (a— 6) 8in4'COs4' z — J-'-7(sin^4.— cos*4) 

^ ' cos9 cos^^ ^'^ 

4-/0054^ — csin4'==o (5), 

a(asi^*4 + bcm^ •?f'4sin4'C08ij^ — c) 

fl3. . 
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L'^ation (5) donne 

•in fl _ tanff 6 = esin^ — /oos^ .^ 

cos 9 ° *fl(a — b)9in^co8^ — d(8in»>^ — cosS^)' 

« 

substitiiaiit cette yaleur de tang 6 dans (6) , on trouye 

a ( g 8inS |/ + b co8*4^ +• <f sin 4^ cos 4^ — c ) 
y sin ^J' + e cos ^J/ 

g sin 4^—' f cos 4/ 

"^ii (a — i) sin 4^ cos 4'— dsin*4<""C0sS|»') 

a ( g — ^ & ) ^in 4^ cos 4^— c?(8in^4"— <^o^S^) , 
"" <^ sin 4' — /^ cos 4^ * *' 

c'est-a-dire , 

' (/sin4'+« cos 4^)^(6 sin 4^— /cos4')* V 

{—-[[aCa—i) sin4'COs4'--d(sinS}/— cosS}/)]* j 

:= a (esin4^— /cos 4^) C^(^ — *) sin4'Cos4^«J(8inS^— cosS}')] 
* i]asinS^+6cos*4'+d sin 4^ cos 4^ — c] , 

ou . 

(/"sin 4^ + ecos 4^) (e sin 4^—/ co$ 4^)* 

— [^ a (a— fc) sin 4' cos 4^ — d (sinSj/— cosS^)] 

Ca(a— 6) sin 4^ cos 4^— ^ (8ih*4'— cosSj') (/sin 4^+ c cos^)"! ^^ 
+a(csin4^— /co840(^«in*4+* C08'*4'+dsjin4€084**-^)J 

diyisant cette Equation par cos^4'^>on, trouye 



o 



^/ /8in4^ I ^v^«^#_/^Y 

\ 0084* / \ €084^ •'/, 

, / 8in4' A/ 8in*4' , , , »8in4' «^ \* 

4-a(e — 7 — ^/)(fl — rr +i+<i — r — — -rr) 

\ 0084^ /\ cos*4' ' *%cos4^ J.cos*+/ 
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din ^ 1 

— T- = tang J/ = tf , d!oik cos' 4' =  , 

cos4' ^"^oY ••> ^"" ^u» Y l + tt** 
cette derniere Equation deyient^* apris les reductions , 

(/tt + 6) ( ea— /y-.'[flu(a — i ) — rfu«+ d] 
* Ecfe+ ac/*— aJf+ u(flac— ace— 4^ = o (7) : 

Gomme elle' est du troisiime degri > c*est-4-dire > d*iin degr^ 
impair , elle foumira an moins line yaleur rielle de u , on 
de tang 4^ ( Alg. , 1^* sect. , chap. a8 ) ^ et Tangle 4 ^^^^^ ^^ 
termini ^ T^quation (3) qui nest que du premier degr^ par 
rapport a tang A , donnera aussi une yaleur reelle de cette 
tangente. Ainsi , par cette premiere transformation ^ T^quation 
(a) est r^duite k la forme 

arx'»+yy»4^v*+£rx3^'4g^a^+hy+£v = i (8). 

n sera facile de faire disparaitre le rectangle o/y^ et pour 
cela^ il'suffira de changer la direction des axes j/y dansleur 
plan^ ce qui se fera au moyen des formules connues qui 
font passer dans un plan d*uiv syst^me k un autre systema 
d*axes rectangulaires ; ensorte qu*on aura pour transform^e 

aV*+ fty*+cV»+g-''a?''+ Ay + iV = i . . . .(9) ; 
enfin en diangeant Torigine des coordonnies par ces formules 

(chap. XYm , probl. I )> • j C^ y ^tant les coordonnies de la. 
nouyelle orig^e rapport^e a Tancienne ^ on obtient cette der^ 
ni^re rMuite 

Lx» + My + N4» — 1 = o (10) : 

en supprimant les accens des variables. Le^ axes des x , y 
et z so&t nommes axes principaux de la surface ^ et Fori- 
ga^t est Ze centre de la surface* 



^v 
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197. On troore dans le troisi^me nnm^o de la Comspotti-* 
Sance sur t£cole Potytechnujue , un M^moire tr^s-int^reuaiit 
de M. le pnrfessenr Boardon, snr cette question : Ditermination 
des ores principaux dans Us surfaces du second degr^ , et en 
particulier, ddlU cilles de cts surfaces <pti ttml dt rivoiutioH 1 
nons croyons devoir le fain connaitre id en son ender. 

On a TU [cbap. XVIII, £wm. (16}] qae x , y, z tout les 
trOis coordonn^es rectan^es d'lm point quelconqne , et 3f,y, ii 
trois antret coordodn^es aiusi nctau^fet du mime point, 
ayant mtoe 6f^B qtte tea pKUierat, tsa artit tta foimnles 

X ts^msf +i«y + HlV, 
^ = ny + hy + ttV, 

« = p^ + p'y + pV, 

m , K, p , m', n', p', m'j n', p'j tenant lien de co* (2^, x) , 
COS (j/, ^) , CO* (^c*, i,) , cos cy, ar) , cos (y, j) , Cos (y, *) » 
eo*(K', 3;)t «os (s't ^)> oDa(»'', c)i et, en nifam tMnpt, let 
rriationr Amivaotn 

' +.»' +P' = ' , 



n'+^' =. 1 

h*•-^p••=I ) 

"»' + pp' = o 1 



mm' + nW + pp* := t 

htm" -I- ttn' + pp* := O \ (la) > 

m'm"+ n'n 



qui ne sont que Iss formiilta (ly) M (18) ^chap. XVIIT] , 
sons leS designations ci-dessus , ^^ sous les h^oA^es 

Cos (y, i') =: o , cos (V, x') = o J «« 0"') lO = ° » 

qne lea nouTeaux azei toiA recta^jolaim. 

subatitne ces talevrsde x,y ^ x dans I'^qtiation (1), 
'orme les coefGciem 4n Kctang^ 'fl!, f'x', ^y 




DC <£COt 
pour leB £galer i xito , on auri 

iiCyj/^aBn'n'+ aAi»'m"+ E ( 
+ F0 
+ DCn 

 +F(^ 
+D(mil 

+Fc^ _^'-— r""'' 

+D C m«'+«m')= o,/ 
et pourabr^r, 

n a'a^t de d^tenniiier nt , n ) p , m', etc. Si Ton multiplis 
la aeconde des ^qoatioiis (t3) par m', et la tcobitoia pnr mTy 
qu'eosuite on les retranche rnne de I'antre > on atta oell#4i 

C"*^ 4- Eb + Fm ) (my — p'm' ) 
+ {aB» + EpH- Dm) (mV— n'm') i= o (i^; 

mnltipliaiit de oonveau la aeconde Equation (i^par n', et 
la troisieme par n", puis retraDchant le second produit da 
premier, il Tiont 

( flC^ + Ea + Fm) {,j/n'~ n'p' ) 
+ (oAm + Tp + Db) (mV— n'mT) st: o (i5). 

Or, si VoD multiplie Us denz premieres Rations &a groipa 
(la) , d'abord par m' et m', puis par »' et n', et qa'oa 
retranche le second produit du premier, dn trouvera 

» ( m'n" — i^mT) + p Qn'p' — //«") = C 
m^m'a' — n'm") + pi.?''*'' — "■'p') = <: 



/ 
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197. On trov ^ 
dance 5i*r ^7^; =—- , ^^_ r ^ _ _ 

- _ - 1 y^- n 711 P 711 /I -^ 71 771 P 

de M. le 7^^ ^ '^ 

d^ a^ant ces yaleurs dans les Equations (14) et (i5) ^ et 

pa^idlsant^ il yient 

' fl(C— B) 7ip+ E (71*— p') 4- Fttiti — Dmp = o (iG) , 

s(C— A)7iip+ Ejnn +F(7n*— f*) — DTip = o (17) : 

si du produit de la secbnde da ces Equations par n^ on re- 
tranche celni de la prentiere par jn^ on aura celle-ci 

a 0— A) 71171 + ETTip — Ynp + D (/n*— »* ) = o (18) , 

que Ton pourra substituer a Tune d'elles. 

Deux quelconques des Equations (16)^ {^7)^ (i^)> com- 
binees avec la premiere des equat^ns (ii)> saToir> 

'»*+V + P*= I O9), 

db&neront les yaleurs' de 771 , fi>p. 
. -A cet' effet ^ posons - 

-- = t, -=B, dou m '=2.piy 71= ^u; 
r^quation (xg) donn^ra 

n = ' 1. ,1 -T- (flo) , 

et les 6quatioiw ( J6), ( 17), (18) se changeront dan» 
cellesnci' . 

Eu» + Fttt + fl (C— B)u — . Dl— E = o......(2i). 

Ft* 4. Eut -f 3 (C— A) t — Dk— F = o (aa), 

Dt* ~ Du* + a (B— A)ut-f Et — Fu= o (a3), 

dont la derniere est comprise dans les deux autres. 
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Si I'os prend dans la premiere la valenr de t, A qn'on Is 
aubstitue dans la seconde , le terme afFecte de u* disparaitra , 
et ii restera, pour detenmner u, une Ration du troisiente 
degr^, ayant au mobs ime racine r^elle; d'od il juit que 
cbacuDe des quantit^s ( , m,n,p aura aoasi tme valeur reelle : 
Dons formerons bientfit cette Equation en u. 

ObseiTons mamtenant que si I'exiatence simultan^ des 
Rations (i^) et (i5), et des deux premieres Equations da 
groupe (iq)i entratne celle dea deox equations (16] et (17), 
r^ciproquement I'exbtence simuitan^e des Equations (16) et 
(17) et des deux premieres Equations du gronpe (la), eutraine 
celle des Equations (i^) et (i5), et par consequent des denx 
demi^res Equations (i3), savoir, H':=o,N°=o. 

n r&ulte de la que si on rappotte la surface k trois noiH 
veauxaxes rectangnlaires , enprenant pour axe des x, la ligna 
qui r^pond aux valeurs r^elles iem,n , p trouT^es ci-dessns , 
comme ces valeurs v^riGent deux quelconqnes des trois Equa- 
tions (iS), (17) et (18), en m^me temps que les deux premieres 
du groupe (13) , elles v^Geront en m^me temps les deux 
demises Equations dn groiq>e (iS), savoir, K'=o, N'=o', 
c'est-a-dire que I'Equation de la surface sera prifEe des rec- 
tangles en jfz' et j^y', et qn'ainsi , apr^ la suppression dea 
accens, elle prendra la forme 

et nous avons vu plus hant qa'on pouvait passer de cette traii»- 
fonnEe a une autre, dEbarrassee du rectangle. 

Les Equations (ii), (la) et (i5) Etant sjm^triques par  
rapporta m, n,p, m', n', etc., si on Elimine soit m', n', p', 
soit TR.", n", p' par une mediode analogue a la prEcEdente , on 
parviendra i trois Equations qui seront (iG), (17) et (18) , 
en y cbangeant m, n,p en m', n', p', ou m", n', p'. 

U resulte de U que I'Eqnation da troisi^me degrE e 
ne doit pas plutfit domur la racine d'ou dependent les ( 
titEs m,n,p, que les deox racines d'oil dependent les < 



1 
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tit& m', »', p', m", n", jf \ done elle doit les donner tont^ 
trois. Et comme nous venons de d^montrer Texistence de trois 
dxes diffi^rens par rapport auxquels T^qnation de la surface 
perd les termes des trois rectangles y il s*ensmt que lea trois 
racines de Tequation en u doivent ^tre r^elles; a^. que chacune 
d'elles substitute en m^me temps que la taleur correspondante 
de t dans les. expressions (20) , doimerait la^remiere les taleurs 
de m , n ; p qui r^pondent k I'axe des x y par exemple , la 
seconde^ celles de wl^ n!, f/ qui r^pondent k Taxe des ^^ et 
enfin la trbisi^me > celles de m', n', p* qui fixetit Taxe des £ > 
et tels sont les trois axes prindpaux de la sUrfate. 

Pour former T^quation en u^ soient 

P = oFD (C — B) + E (P« — F«)"| 

Q = nED(A — C) + F (E» —!>)>.... (fl4), 

R ra 9FE (B— A) -|-D(P* — E»)[ 

k 

ces quantites etant evidemment li^es e&tr'elles p^ TeqUatioD 
PE + QF + RD = o (fl5)> 

si Ton opire sur les Rations \dt) et (sa) ^ comfne. on Ta 
dit plus baut^ on parviendra^ apres un calctd uIk p^u long^ 
et quelques transformations^ a F^quatian 

REtt^ + CaR(C — B)+QE— PF]u» 
+ [PD + fiQ(C — B) — RE]w— QE=o....(26). 

Soit , 1?. R = o ; Tune des valeurs de u deyient infinie > 
et les deux autres sOnt donnees par Tiquatron ^ 

( QE— PF) t*^ + [Pt) + flQ(C~B)] II— QE= 0; 

et, en tenant compte de la relation (a5) d'ou Ton tire^ 
dans Thypothese actuelle , 
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eette Equation devient 

. , flE(C — B)— FD^ E> 

" ^ E*+F* E»+F» * 

cToii on tirera lea deux antres yalenrs de u. 

m 

a^ Soit Qr=o: T^ation (a6) donnera^ l^ tt = o;a\ 
BEtt» + [aR(C — B) — PFiu + PD — RE=o, 

ou, a caiua de-Pas — -«-, 

. , flE(C— B) + FD E^+D* 

•• -r £a E* 

5^ Soit P =0 : il en r&ulte • 

EEttS + CaRCC — B) + QE] ii« 

+ [flQ(C— B) — feE3ii — Q£ = o, 

on^ a came de Qscs—-^, 

EFtt3+ [aF (C — B ) —ED] «• 

— [flD(C — B) + EF]u + ED = o, 

Equation qui pent £tre mise sous la forme 

Ett*(Fu— D)-4-fl(C— B)tt(Fa— D)— E(Fu — D)z=o, 
d*o^ 

Fii — D = o , tt* + ^ „ ^ u — 1=0. 

4*. Solent en ^m^me temps P = o, Q = o, R = o: 
r^ation en use r^duiti 0=30^ et it teste enti^remeat ind^ 
termini ; ensorte que le nombre des syst^mes d'axes princt* 
paux^ est ijifini; mais on bbservera ime, d*apr^ la relation 
(aS)i les hypodieses P=o^ Q=:o entrainent R=o^ loisqne D 
D^est pas nuL 

Nous allons reconnaitre que^ sous ces conditions P=o^ Q=o^ - 
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lea denx Equations (ai) et Qas) devieonfliit d^omposables' «a 
deux factenra dn preoiier degr^ : k cet effet, nous recherche- 
roB3 la condition sous laquelle I'^qnation (ai) , par. exemple , 
est d^ompos^le en de tela facteurs. On tire de cette^quatioa, 

_ Ff + 9(C — B) 
±^/FV-HCF(C-B)+ED]t+4aO-B)M-E?]....(a7): 

, poor que celle-ci soit decomposable en deux fectenrs ration- 
neb, il faut que la quantity sous le radical soit un carr6 
parfait, ce qui exige qije Ton ait 



3(C-B) = 



flFliCC— B) 4- E CD* — F') = P = o, 

condition sons laquelle on Tient de voir que I'iquadon u est 
decomposable en ^eux facteurs : substitnant dans la fonmda 
{37) la valeur ci-dessns de a(C-^B), et faisant lea r^ 
dnctions , on tronre . ' - 

Fi* — D = , EDu + FDf + EF = o. 

Ainsi r^quation (37) pent se mettre sous la forma 

(Fu— D) (ED« + FDt+EF) = o (aS). 

I>e premier factettr donne 

D 

" = F ' 

spb^tiynt dans I'fquatian (33) , il vimt 

ED + 3F(C-A) F'+D* ,.. 

les denz racines sont essentiellement rielles et facile* -i 
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Le sdcond facteur donne . 

" ~ ED • 

doat la substitution dans Fiquation (aa) , donne 

[aED(A— C) + FE*-. FD*] t = o ; 
d*oii on tire t:=o^ ce qui donne 

^ 1^ — _ £ 

" ~ ED ■" , D* 

et par consequents 

D 



m = o^ n = "^ — — . . p =s 



Si dans T^quation qui vient de donner la troisieme yaleur det, 
on suppose nul k coefficient de ty clest-a-<[ire - 

flED(A — C) + F(E»— D») = o, 

ce qui revient a la seconde des equations (24) ou k Q = o , 
la yaleur de t reste ind^termin^e , ce qui annonce que le 
nombre des systemes d*axes principaux , est infini. En effet^ 
la condition pr^cedente etant satisfaite^ I'^quation (aa) est 
aussi decomposable en deux facteurs da premier degr^^ et 
peut'toe mise sous la forme 

(Et— D) (EDu+FDf + EF) = o...,(a9). < 

, -  

Si on compare cette Equation (39) ayec (q8), on reconnaitra 

quVUes out un facteur commun EDu+FDt -f- £F qui Igali a 

zero., donne une infinite de yaleurs pour u et t. 

Mais tons ces systemes jouissent de la propriQt^ remarqiiable 

d*ayoir nn axe commun. Pour le prouyer, remarquons que' 

les ,^uationd (a8) et (39) sont satisfaites ^ iS par • 

Fu — D =^ o , Et — D = o; 

fl*. par ' * 

EDu + ¥Dt + EF = o- 



, I 
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Jjb premier syitime donne 

D D 

done en d^sigoant par m, n, p les coainus des angles qup 
forme cet axe particulier ayec les axes primitifs^ on aura 

EF ED FD 



t/E»F*+D*E»+F*D*' $/ ' l/ 

Reprisentons m^intcnant par ft, ir, w, fi', /, at' les cositiiis 
relati& aux deux autres axes conjugu& de celui-ci ; comme 
les trois axes sont rectangulaires , on aum ces deux reladona 

mft'{-'n9 + p9r:=s:o, ntf/ + nt' -^ pr z=i o \ 
^, en mettant pour m,n, p les yaleurs ci-dewm > 
FD^+EDr+EFraco, flV+.ED/ + EP</c30m,.(3o) ; 
et si , pour d^terminar /»,»,«*, ^'> /, ^9 on fait «ncore 

les deiu; ^atiops (So) se rdduiront 4 

EDu 4- FDi + EF = 0, 

d'oil on doit drer les valeurs de v et t propre^ 4 4009^ tOD9 
lea axes autres que celui d^termin^ par 

D ^ D 

Conclttons de li que lorsque les deox premlires ebnditions (24) 
out lieu a la fois , le oombre des sy^t^mce d'axes prineipaiir , 
est infiniy et qu*il« eat ua axe eomiaua. 

La secomje partie du beau travail d^ |iC. iBSaiinfen, a 
pour objet , 1**. la repherche des caract^s auxquels on re- 
connait qu'une surface du second degr6, est de riyoJjQdtioA ; 
5si^. la d^terminatig^ df I'axe de r^yoltttiaQ* 
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1^. Propo8on^ium9 de determiner les relations qni doiyent 
avoir U^n ^ntre les coefficient 4*nne Equation du second degr£ 
atrois variables^ pour que. U surface qu'elle repr^nte, toit 
line surface de revolution. 

Soient 



X 



— -» = o(* — >)> y — f = ft(» — >), 



les^ Equations d'un axe de r^vohition passant par le point 

z + ax -j- by ^=z p , 
r^qtiation d'un plan perpendiculaire i. cet axe (chap, XYII) , et 

V^quation d*une sphere ayant son ceiitre au point « j C ^ y: 
Tequation g^^ale et car^cteristique des surfaces de revolu* 
tion ', est 

(*) Les turfaces de nSrolocion ont un earacc^ mdc^iendaiit de la iisiiire 
de la conrbe generatrice ^ c'est que si on les coape par nn plan ^elconl^ue 
perpendknlaire h Taze de revolntion , on a pour section la cireonfcfrenos 
d'cTn cercle dont le centte est dans Taxe , el dont tons les points sont par con- 
sequent k des distances (^gales d'un raceme powt pris snr Faxe , circonference 
qn'on peut regarder comme Tintersection d'nne sphere ayant son centre 
CB « y (i t y 9 p^f le plftn perpendicnjaire k I'aze^ cnMrie qne la sarCuae 
•era la suite des intersections des sph^es concentriques dont le centre est 
«, Cf yy et le rayon Tariafale^ par une suite de plans perpendiculaires k 
Taxe de r^olncion. Cel« pose , si le point que Pon considere sur la surface 
de r^Tskit^ony ss meat snr cctte surface sans sortir du mime plan parpen* 
diculaire h Taxe , il 'ne sortira pas non plus de la m^tne surfact spbe-«- 
rique , et alors les qnantit^s c et r seront constantes ensemble j mats si 
ce point , en se mouYSnt , sort dn * plan perpendiculaire li I'axe , il passera 
aussi sur la surface d'ude anire sphere, et les quantity c et r auronc 
vari^. Les surfaces de rdvolntion sont done telles que c et r , c'est-j^-dtre , 
leurs valeurs 2 -f- ax W?- i^ , (jt — *)*+(^ — C)*-H (*"">')* sontcona- 
tantes ensemble et variables ensemble : ainsi Tune d'ellet'est une fonction 
de I'autre, fonction dont la forme depend de .la natuxs de la Qourbe 
|jtfa4rariec. 
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F etant tm signe de fonctioh. Ainsi ponr qu'dne surface soit 
de revolutioii , il faut que son Equation soit de cette fonne , 
ou' qu'elle puisse y toe ramen^. 

n resulte de la que les equations des surfaces de riyolutioii 
du second degr6 ^ sont toutes susceptibles d'toe mises sous la 
fonne 

ix-*r+ 0'-«)'+(«->')* =^K(aa;+ty+a)»-|-L...(3i), 

K et L ^tant des quantites constantes. Nous ne tenons pas 
compte de la premiere puissance de ao; -4- &y -f- s ^ parce 
que si elle se trouvait dans le second membre , on pourrait 
la faire passer dans le premier , qui conseryerait la m^me 
forme. 
Gela pose^ reprenons Tequation generale 

Ax» + By* + Ca» + Dory + Eyz + Fxs 
-f- Gx -+■ Hjr-f- Lft = L (3a) , 

et rechbrchons les relations qui doivent exister entre s^s coeffir* 
ciens , pour qu'elle soit r^ductible a la forme (3i). 
En developpant T^quation (3i) et ordonnant , on troute 

( K— 1 ) »»+ (K^ft'— y + (Ka*— 1 ) a:? 

-I- fi>z4-2ffy+ 2«x +L — •» — C* — >*= o. . .(33), 

Obseryons maintenant que des six premiers coefficiens de 
r^quation gin^rale^ cinq seulement sont n^cessaires; il faut 
done diyiser les equations (32) et (33) par le coefficient de 
2% ayant de les comparer : ces preparations faites , on ob- 
tiendra les relations 

B K6»— 1 A Ka»— 1 E aKfc 



C "" K— I ' C ~ K— 1 • C ~K— 1 » 
ces Equations sont les seules qui puissent donner des .pondi*^ 
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tjoiis. Oil tire des frois demi^res^ 

J^^'ab qK _ EF 

fliui (K— 1 ) ~ iC^TT — cn* 

d'o4 

If ^ EF _ aCD 

"^EF — iaCD' '^~*— EF— flCb* 
E(K — i) _D ' _D 
~ 2CR "T F ' ^ — E • 

Substituant cea valeurs dans les deux premieres, il yient i®. 

EFD^ 
B KD»— F» EF — 2CD~ 



C (K_i)F» flCDF^ 



EF — aCD 
_ E (D' — F^) + aCFD 

aCFD ^^4; ; 

dTou r^sulte la premiere Equation de condition 

aFD(C-B) + E(D»-F*) = o....^.(35), 
qui n'cit autre chose que JP = o ; et , a*. 

EFD> 
A KD* — lE^ EF — aCD "" 



C (K— E' aCDE- 



5F— aCD 

_ F(D»— E^) + flCED ^„ 

~ flSm ^^^^ ' 

d*ou resulte la seconde Equation de condition 

aED(C — A) + F(D*— £•) = o, ., . .(S/), . 

qui repete (l:=:zo. 

Done pour qu'une Equation du second degr6 entre trois 
variables > appartienne k une surface de revolution , 11 faut 

24 



n 
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que lea conditions P=o, Q = o, soieni: satiates. Recipro* 
qupment , toutes lea fois que ces conditions auront lieu , la 
surfacb sera de revolution , et oa pourra m^me determiner 
la position de I'axe de revolutioa. 

En effet, des conditions (35) et (37) , on tirera 

B _ E(D^-.FO +aCPD _ Ki^~ 1 
C""' TlCFD ~ K— 1 • 

A _ F (P*— E*) -h qCED _ Kg*— 1 
C~ aCED ~ J^ — ir •' 

en posant 

EF ^ ^—h ^_ . 

et de cel!es-ci on dedait facilement 

E nKb F aKa D aKcft 



I m 



.-«■ 
I'equation (3a) deyiendra done 

, . , Ki«— 1 ^ , Ka»— 1 . 

d'oik 

(K— i)ii4. (Kb*—i)y+ (Ka*— a-+ aK^ + aKoaa 

(K— r)I , H(R— i) , G(K— i) 

c'est-i-dire., 

v/ . .L.^a. (K— 0»(G*+H»+P) ^(K— l) 
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Equation cTune surface de revolution dont I'axe est detenuioe 
par les Equations 



^ _ G{K--0 ._„/<_ l(Knl? 



H(K-a)^ / I(R-.) X 

-'^ flC — " ^* aC /• 

K , 6 et a ^ant donn& par 

*^ — EF-aCD' *— F' " = £ * 

M. Bourdon d^montre enfin , i". que si I'equation g^^le 
est priv«a d'un seul rectangle, la surface ne.pent ^tre de 
revolution ; a', que si cette Equation est privee de deux quel" 
conques des trois rectangles , par exemple , de yz et de xs , 
la seule condition 

D»— 4(C — B) (C— A)=:o 

est n^cessaire pour que la smrf^e soit de r^yolution ; 3\ que 
si les trois rectangles manquent , la surface ne peuf ^re de 
reyolution qu'autant que deux des trois coefficiens C, B, A 
sont egaux et de meme signe : et lorsque cette oondilion est 
satisfaite , F^quation appartient a une surface de revolution 
dont Taxe est parallele a Ynq des trois axes reciangulidres , 
celui suivant lequel se compte la variable dont le carr4 est 
affecfe d'un coefficient different des deux autres. 

198. M. Binet (J.-P.-M.) a observe que lorsque les surfaced 
du second degre avaient un centre , le calcul pour trouver 
la reduite de ^equation generate , pouvait ^tre simplifie par la 
consideration ^uivante. 

Ayant un systeme de droites parall^Ies entr*elles^ qui servent 
de cordes a la surface du second degre , il existe un plan pei- 
pendiculaire a ces cordes, qui les divise toutes en parbbss. 
•gales y kquel plan est un des plans rectanguloires de la »ur- 
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face -, propositioii analogne a celle qui a it^ demontr^ (5^) V 

■or lea courbea planes. 

Bepreaona I'^qnatioii , 

ox'+by'+cz'+dxy+eyii+fTZ+gx+hy+a^ i (1) , 

et wieat- 

x=:« + C, ^ = •'* + ff....(a), 

lea eqnatioiu d'one droite qui conpe la surface da second 
degr^ en deux points : on obriendra lea coordonnees de cea 
points, en combiuant ' ces eqnatiani ; et si I'on fait poor 
abr^ger, 

am''+ba'*-i-Jtm'+e»'+fm + c-=:m, 

donn^e Z dn point d'intenection, seia donn^ par I'eqnatioa 

thZ' + bZ + p = o , 
«s demc Taleori de Z sont 



c Tordonnje Z' du miliea.de la droite qni joint les deux 

lb d'intenection , est . Nommant X', y la deux 

am 

■es co<a^nn^es dn m^me point , on aura par les iqua- 

f (a) . 

[:'=*Z'+C, Y'=:»'Z'+C, Z' = 1-....C3). 

ardant X', Y', Z' cnnune des cnnrdonn^es variables doot 
alenr depend des quantit^s C , C. si e\ tre ces trois 4qna- 
I on ^limine C, C, I'^qoation r^aultante en X', Y', £' 
a pent designer par x , y , z , appartiendra a la surface 
passe par Us milieux de tontes In cordes parall^les k la 
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lirolte des Equations (a). Les equations (^ dozment 

substituant dans cette demiere pour C ,C^, m leurs valeurs , ou 
trouve ^ apres les r^ductioiis , 

X (20- 4-</-»' +/) + J^ iQbm'+ dm + e)+z (em'+fi^ + ac) 

+ gu + hm'+iz=o (4), 

Equation d*un plan qui passe par le milieii des cordes paral- 
l^les a celle des Equations (2). 

Pour que ce plan soit perpendiculaire aux cordes ^ il faut qnHl 
soit parallele au plan passant par I'origine, qui a pour Equation 

« + «^+«!y=o (5) 

(chap. XVII , probl. V ) : comparant (5) avec (4) > on a 
_ ag# + dm'+f ,_ Qbm + dm+e .^ 

Equations lin^aires I'une par rapport a m\ Fautre par rapport 
a « : on en tire 

. _/+ 2>(a — c)— /#» 



eif^ 



e^-d '^....(7): 

+ (^ + 22c — fib) « — (d#-f-c) = ol 



mettant dans cette demiere pour «' sa valeur d^duite de la 
premiere y on aura une equation du troisi^me degr^ en « ^ qui, 
comme Ton sait , admettra , au moins ^ une racine r^elle « a la 
quelle correspond une valeur r^elle de • donn^e par la premiere 
des equations (7). Substituant ces valeurs dans Tequation (4)^ 
on obtiendra Tequation du plan diametral perpendiculaire 4 
foutes les cordes paralleles a la droite des Equations (2). La suiv 
face du second degr6 ^tant rapportee a ce plan diametral comme 
l'<ln des plans coordonnes , son Equation sera de la forme 

cy«+ yy»+ cV»+ a^fy + g'a/ + hy— i = o. 
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pnisque, pour ehaqne couple de yalenrs de x ^y, cm doit aToir 

deux yaleurs de z, i^gales et de signes contraires. Oaf era dis- 
paraitre ]e rectan^e et lea premieres puissances des variables , 
coiume on Ta dit (ig6) , ensorte que la proposee sera rednite 
a la fonne (lo) trouvee (19S). 

igg. Kous a|}ons rechercher les syst^mes d'axes obliques 
qui peuyent faire prendre a T^uatioii g/iuirdit la forme par- 
ticuli^re 

«jc*+ Cy*+ >a* + /a -f g= o , 

de laquelle il est ais^ de passer a celles-ci , 

#r* + Py*+vi*=5=A, ou #j::»-f- Cy^-f- As=:o. 
Soit la droite ' 

' X == TTiz + fc , j^ = n» + y : 

« 

on determinera les points de rencontre de cette droite et de 
la surfax^e 

par Tequation 

z* {^anC^ + i7i*+ c + dmn -f- en '\'fm ) 
+ z (aavm + abnf+dnfc + rfm» + ew -f-^^-gro + An+ /) 

la demi-somme des ordonn^es des deux extr^mitis de la 
corde , est Tordonnee z' du milieu de leur distance ; les coor- 
donnies de ee point seront done donn^es par les Equations 

x' = mz' + /I* , y = /la' + f , 

2(^am'''^ bn'' + c + dmn -^ en ^-fm) 

On obtiendra Tequation du plan diametral qui divise egale- 
ment les cordes paralleles a celle qu*on a choisie , plan que 
nous dirons conjugal a ce aysteme de corded , par relimlnation 
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des qtiantites ^, y entre ces trob Equations; etr^qoadon r^ 
sultante sera dte la forme 

S , T» U et V ^laht des fonctioas de m > i» M dies tolrfBmQs 
de la propos^e. Ainsi ^ etant Aoxmk un plan de positimi » oil 
pourra toujours assigner un plan conjugu6 parallele y puisqu*on 
pourra toujours d^tetminer \ts <{uantites m et n d'apr^s la 
condition que les codBciein S, T, U «oient 4gaux a cfeitic dn 
plan dbnni. 

Si Ton rapporte la surface k de nouveaux axes 0b<c^dAii6i 
dont Tun , celui des £ , par exemple , soit parallele au systeme 
des cordeSf et les'lleux autres soient dans le plan diam^tnl 
Conjugu^ a ce systeme , il est Evident que T^quation de la 
surface prendra nicessaxrement la Forme 

puisque , pour chaque couple de valeurs de y et s , on doit 
avoir deux yaleurs de x 6gales et de signes contraires. 

LMntersectioQ m la surface par le plan des {yz) , qu*6n 
^btient en &iaant x=zq dans ri6qiwtion pr&Mente , a pour 
«q«atioB 

Vf^ffi^J\-^yz^Vy+i!z+1i=0\ 

or on a prouye qu*il existe une infinite de systemas d*axBft 
coordonnes par rapport auxquels Tequatioa pr^^doate pent 

prendre la fonne plus simple 

• 

done r^quation de la surface rapport^e toujours au m^me axe 
des X, et a des axes des j^ et x, choisis d*apr^s la condition 
pr^c^dente ^ prendra la forme 

«x* + ffy* 4- y2i* + ^21 + «== o^ 

qui est celle que nous avons annoncee. 
On peut encore la simpHfier y en d^lagant le plan de3 {xy) 



L 

I 
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parallelement a lui-m^me ; et ^ pour cela^ il ne faut.que subat^ 
tuer pour £> dans cette equation , 2 -f~ ^ > ^^ V"" donnera 

•x*+ ffy* + y** + (ay# + /)» + y4»*4-^*'4- 6 = : 

/^ 
lorsque ^ n'est pas nul , on peut prendre =— — ^ et 

ay 

Ti^quation de la surface deyient 

«x* + Cy»-|-y**=A. 

Si T' est nul > comme m deyiendrait infini^ on en disposera de 

mani'i^re a faire disparaitre le terme /# -f~ i> > ^^ Tequation 

deyi'^udra 

igx»+ Cya + Ja= o. 

On observera que « etant infini^ la courbe n*a pas de centre (196). 

n est clair qu*il existe aussi trois axes perpendiculaires 
entr'eux , par rapport auxquels T^quation de la surface peut 
prendre la forme 

qu*on peut ensuite r^duire a Tune des deaH^uimes prec^dentes* 

aoo. Th^oreniel. Dans les surfaces qui ontun centre ^ 1'. la 
somme des carrds des demi-^iam^tres conjugal , est SgaJe 
d la somme des carris des demi-axes principaux; a*, le 
paralldlepjpede des demi-diamitres conjugu^s , est Sgal a ^ehd 
des demi-<ixes. 

Quoique ces deux questions aient ^t^ resolues par Valg^bre^ 
Tune dans la Correspondence sur r£cole Polytechnique , et 
I'autre dans le treizieme cahier du journal de la m^me ^cole , 
cependant nous pr^ferons la solution suiyante par le calcul 
differentiel , extraite des Annates Math^matiques ^parce qu'elle 
resout compl^tement I'^nonc^. 

* Nous reprendrons T^quation , , 

ex* + &y»4-«^*' + s«'j'*+ ayx»+ ac'ay = D (1) , 

qui repr^sente une surface du second' degpe ^ rapport^o a 
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«on centre^ et. a trois axes Mont lea directioni soient telles 
qu'on ait ^ 

* 

aiig:(y, »)==y, ang. («, x) = C, ang. (a:,^)=«. 

En d6signant par r la distance d'un point quelconque de cette 
surface a son centre ^ on aura [[cbap. XYDIj form. (3fi)] 

r*== a:^+j^*-|-z*+2yz cosy 4-20:* cos f + aj?y cos «f....(2). 

,La propriete qui caracterise les six sommets de la surface 
courbe , consiste en ce que y pour chacun d*elix , r doit toe 
un Tiiaximum ou un minimum. 

Supposons done que x ^ y y z soient les coordonn^es rec- 
tangles de Tun de ces sommets , auquel cas r sera la moitie 
de Tun des diametres principaux. Si Ton pose 

les Equations (1) et (2) deyiendront 

(p*+</*+i + «9cosy + sy cos ff-|-fl|p7cos«) jB» = r% 
d*oi!i on conclura ^ par T^limination de z% 

(ar*— D)p*+ (Br*— D) (f+ a (cV— Dcos«)p7 
+ fl (i'r^^D cos C) p+a (aV— D cos y) 9 + (cr»— D) = o .. .(3) ; 

dilFi^rentiant cette ^quaticm par rapport a p et a^ seulement » 
puisque y par Thypoth^se y la diffi^rentielle de r doit toe ifulle 
(Calc. dilT.) , et egalant s^par^meut a z^ro les coef&ciens de 
dp et dq y parce que ces dilFi^rentielles sont independantes y 
on aura ces deux equations 

(af'—TOp + (cV— D cos*) q + (iV— Dcos C) = o, 
(Br*_D) q+ (cV*— D cos «) p + (fl^y— D cos y) = o. 

Si de ces equations on tire p et 9 pour en snbstituer les yaleun 
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dana Feqnation (3) ^ on troavera pour riflultat; , 

(abc + aa'b'c' — aa'*— 6i'*— cc'^) 1* » 

cos C> r* 
cos«) 

r fliinV— ' a«'(co5y— cosffcoa*)^ 
+ D* < + fcsin'C — Q,V (cos C— cos« cos y) > 1* 

1+ c sin*«— ac' (cos « - cos y cos C)) 
—  ly (i— <>08*i»— co«< — cos^y-H* cos « cos Ccosy) =0. . -OO^ 

Les racines de cette ^qaation qui , deux a deux ^ sont ^gales 
et de signes contraires^ seront les distances du centre de la 
coiirbe a ses six sommets , on ^ ce qui reyient au mbxk , sea 
MX demi-diametres principaux. 

Supposons que les axes des cooTdon&6es soient trois (Ba- 
metres conjugues : on devra avoir al z^o , ft' = o , c' =: o ^ 
ensorte que T^quation (1) deyiendra^ en supposant 0= 1 ^ 

les Carres des diam^tres conjugii^t qa'aii obtient en faisant 
y:=o et 2 = 0, x:=^o et «=o^ xc=o at ys=:0, oeront 
done respectiyement 

a \ 1' 7 ' 

et Vequation (4) deviendra 

abcT^-^ (be + ca + ab) r^ 
-f (a sinV+Srin'ff + c sin**) 1* 
— (i — 'cos''«-^oos^C— co9*y + A cos « cos C cosy) r=:o , 

ou 

i D c c a a b J 

. -7-. — f 1— cos*«— cos*ff— cos*y-|-aco8#co8Ccosy}=c; 

a o c s ^ 
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£*oiiron conclut^ d*apr^s la composition connue des coelticieiia 
en raciues de T^quation ^ i°. que la somme 

1 + 1 + 1 

J 

des carris des demi^amitres oonjugnds , est ^ale a la sofflma 
des Carres des demi-axes principaux r*, /\ »^*iJ*- V^ 

•T- . — sinVH — . — smS H . -|-am*« 

propri^t6 facile a interpreter j 3^ enfin que 

-+■ — • T • "*■ { 1— C08*«^-<»5*^— C08*y+ 2 Cd8 • COS C COS y} 

• 

la racine du premier membre repr^sente le volmne du pa- 
rallelepipede des diam^tres conjugu^s (chap. XYfi , probl. XI) , 
et celle du second represente le volume du parall^lepipMe 
'coBstruit sur le^ axes rectangulaires. 

SOI. L'equation r^duite des suifaces qui ont un centre, 
est done 

les axes etant rectangulaires; et les surfaces d^pourvues de 
centre^ soAt representees par 

Pa:* + Ry* + Sz = o. 

Nous allons discuter les premieres. 

DES SURFACES QUI ONT UN CENTRE. 

floa. Nous chercherons d*abord T^quation de la droite qui 
est le lieu des centres des sections determin^es dans la surface 
^ une suite de plans paralleles. 
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Soil , 

« = Aar + By +.D, 

r^qoation du plan secant : ai dam 

Li" + My* + N«' = 1 , 

on remplace z par sa valeur donn^e par I'^qnation-dn plan ; 
la r£:<a1tante et^t iad^endante de z , c'est-a-dire , ne reafvr— 
inant pins qne les coordoon^es x et y des points d'interseo- 
don , ne pamra plus repr^^nter que la projection de la comiie 
d'interaeclion sur le plan des (xy) : cette projection » done 
pour ^uation 
(L + HA'')x'+ (M + NB')/+ aABNxy 

+ aADSx + aBDNy + KD* — i = o j 
ses diam^tres qui , coDune on le sait , ae conpent an centre^ 
•ont repr^ent^s par 

ANCBy + D) -. 

•^ — ~ L + HA* "-'J' 

BN(Ax + D) ... 

y~ M + HB' '■■'■ 

si on limine D entre ces deux Equations, le r&ultat repr^ 
sentera la droite qui est le lieu des projections dea centres 
dea sections d^termin^es par une suite de plans s^cans paraW 
I^les au precedent , en observant que le centre de la projec- 
d'une courbe, n'est que la projection du centre de cette 
}e : cette Equation est 

(L + «A')x+ABNy _ A. 
(M + KB" ) _y + ABHa: ~ B ' 
tnt dana I'eqnation du plan, pour D sa valeur tir^o 
) ou (a) , on aura pour secondea projections de la ligne 
centres /' 

_ L _ M 

*-— Xn^' * — "bh'^' 

iguations n'ayant pas de terme constant, appartiennen 
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• a nne droite qui passe par Torigine , cest-4-dire , par I« 
centre m^me de la surface. 

so3. Cherchons a ^noncer Tequation des surfaces i centre ^ 
au moyen des carr^s des demir-axes principaux ou rectangu-> 
laires : a cet efiPet^ supposons successiyement y=o et2=:o; 
a; = o et2 = o; x=oet^=o dans T^quation 

La?* ^ My"" + N»* =: i , 

et.d&ignons par a, b , clea valeurs correspondantes de Xj y 
et z ; nous aurons , en supposant a'^b'^c (^, 

ensorte que FeqUation de la surface sera 

et alors il y aura lieu k distinguer trois cas relatiyement ani^ 
signes des termes qui ne d^pendeat plus des coefficiens essen^ 
tiellement positi& : on aura done a considerer 

(i«) i*c*x* + a*c*y + a^h^z* — a^'b^c^, 

(a°) 6Vx* + aV^* — a»i»z» = a» JV, 

(3*) . . . . . 6»c*x» — aVj* — a»i*z* = a»fr*c*, 
ou 

Lar» 4- My -f Ni» = 1 , 

Lx* + My» — Ns* = 1 , 

La:« — My — Na* = 1. 

Si> par exemple^ au lieu de la seconde Equation 

i Lx* -f My» — N»» = 1 , 
on prenait celle-ci 

* Lx* + N»» — My = 1 ; 

on voit que tout ce qu'on dirait de la premiere relatiyement 
a z , s'appliquerait a Vaxe des y dans la seconde : c'est pour-^ 



(^) On poorra toujoan compter les or*, y et s suirant les axes aa, %b , %«• 
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qaoi il n*]r a que trois syatemes. de signer OMentiellement 

diffi^reiis. 

* 

Surface limitee dans tous les sensy representee par 
ou b'c*x* -f- a*c*y* + a*b*z* = a*b"c*. 

m 
I 

ao4> DimontroBs d^abord que cette surface est fermee : k 
cet eiFet , qu*on m^ie par Torigrae des coordonnfe^ iiae drolte 
qnelconque ayant pour equations , « 

en substituant ces valenrs de x et y dans la proposee , on 
aura pour la vateur de z, conrespondante anx points d'inter-* 
section de la surface et de la dcoite^ 

* abc 



or quelque yaleur qaon donne a chacune des constantes «t etf , 
le radical ne pent deyenir nul ; d*oii il suit que les yaTeurs des 
coordonn^es des points dlntersection , ne p^uy^nt jamais deye- 
nir infinies ; done la surface est fermde , et Torigine des 
coordonnees en est le centre , puisque toutes les cordes menees 
par ce point jusqu'4 la surface , de part et d'autre , y sont 
diyis6es ^galement. 

52o5. On nomme sections principales iune surface , celles 
qui sont fait^ par Tes plans coordonn^s : on les obtient en 
faisant successiyement a=i:o, y^=o , x=tG dans r^qeRatfoift 
de la surface , hypoth^s* qal donxient * 

y^^Co^-x*), ••=|o»*-*'). ^^^ib^-y'); 



on/)bserye qup les axes princjpa&x de ces trois ellipses j aont 
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«n mSme temps ceux de la surface : les pointB ou ces axe* 
rencontrent la surface , ea aoni: diiU ks sommeis , at la «a&ce 
te nomme eUipsoide^ 

&o6. Pour avoir les intersections de la surface par des ]^am 
respectiyement paraUeles aux plans coordomi^.^ il £aut|, dans 
spn equationi^ £aire auccesaiyoment 

ce qui donne C^oS) 

My' +■ Wa*' = J — L** = 1 — ^, 

Ljj* -FNaif =r r — MP= i — ^, 

La:» + My* =^ 1 — Ny* = 1 — ^, 

Ces sections aont done encore des ellipses pour « < a, C<[ft, 
c<y. Pour « = a, C= ft, c=y, chacune de ces sections 
se rMuit a uu point , ce qu*on sayait^ 

307. Le plan eonpantf passant par Faxe des 2/ a pour 
Equations celles de sa trace sur le plan des xy (130 ^ rem.) \ 
«*e8t«-a-dirc , 

X :=! T COS ^ , ^ = r sin ^ , 

r 6tant rabQci^se- compile de Forigine sur la tace?, et p 
Tangle de cette trace ayec Taxe des x : substituant 4ee» va*- 
leurs dans la proposfc , eft aiffa cette Equation de la courbe 

d'intersectibu , 

« 

Nz» 4- »* (M sin* ^ 4- L cos* ^) = 1 , 
qui repr^sente des ellipses dont le» dimensions yanent ayecf . 

Si M==L^ aqunel can b-sza^ ^camede: 1^=: -;^, 91 = 7^, 

r^quadoff ppfc^ente. deyfent 

Na* + Mr* = 1 : 
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pnisqu'alors toutes les sections faites dans la surface par un plan 
men£ par I'axe des z , sont igales entr*elles , il s*ensmt que la 
surface est produite par 4a revolution de cette ellipse autour' 
de Taxe des z : elle estditealors de revolution autour de F axe 
des z : on trouye^ en effet^ que ses sections par des plans parallelea 
a celui des (o^y), ou perpendicidaires a Taxe des z, sont des 
cercles. Chacune des hypotheses L= N^ N == M donnerait des 
ellipsoides de revolution autour de chacundes deux autres axes. 
Enfiu^ pour L=M=N> Tellipse serait de revolution autour de 
chacun desfrois axes principaux; toutes ses sections paralleled a 
chacun des trois plans rectangulaires ^ seraient des cercles^ et 
consequemment la surface deviendrait celle d'une sphere , ce 
qui r^sulte J en effet^ de son Equation qui deyieiit alors 

or* + 3^ + z* = r*' 

fVoyez ce qui a ^t^ dit (197).] 

S08. L'ellipsoide portelenom d'ellipsoide cJong^^loTsqa^ii 
est engendre par une ellipse tournant autour de son grand 
axe : il est dit ellipsdide aplati, lorsqu^il est produit par la 
revolution d'une ellipseautour de son petit axe. 

22og. A mesure que les axes 2m ^ ab , nc augmententy les 
coefficiens L^ M ^ N dinainuent : si 2a deyient oo> le coefGcientL 
deyient nul : alors Tellipsoide se change en un cylindre dont Tax^ 
est suivant celui des x, cylindre dont Tenveloppe a pouf 
Equation 

la base de ce cylindre ^ est Tellipse 

a»=:g(6»-y), 

fl!ituee dans le plan des (yz) : on pent renuoquer que Tequaticm 
de ce cylindre perpendicalaireaa plan des (^2)>.uest. qiie 
celle de sa trace sur ce plan> ainsi qu*il arrive par rapport 4 
u4 plan perpen^icttlaire i ViOi des plant ooordonnea. Si d« 



DU SECOND DE6RE. 385 

plus Mr=N, Joi resulte c = 6, le cylindre. est repre- 
BtnV^e pat 

. y+*- = ^ = *'' 

dont la base est le cercle 

c*est enfin le cylindre droit a base circulaire , ou le cylindre 
de 4a geom^trie. £n&n qu*on ait L = M = o ^ Tequation de 
rellipsoide deyient 

Nz» = 1 , d*oA z = ±. l/l = ±: c, 

et elle represente deux plans parallMes a celui des (ay) ', situes 
Tun au-Klessns> I'autre au-dessous ^ a des distances ^gales. 

Surface illimitee dans tous les sens y ou lyrperboloide 
a une napp/e^ representee par Vecjuation 

Lx*+My*— .Nz* = i , 
ou b»c*x:*+ a*c*y* — a*b*z' = a*b*c\ 

a 10. Les trois sections principales* de cette surface ^ celles 
qui sont faites par les plans cootdonn^s > ont pour equation^ 

^^^M-^. =»'=^.(^-«*), **=gcy-**), 

_ • 

dont la premiere represente une ellipse, etjes deux autires 
sont des hyperboles. 

211. En cherchant les intersections de cette surface par 
les trois axes , c'est-^-dire , en faisant <r = o et y=zo , 
X 3=q et *= o , y= o et »= o, on trouye c imaginaire ; 
et les axes a et 6 r^els : ce qui pronye que Taxe des z est 
dans Tespace vide de la surface qui n'a que quatre semmets 
jreels aux^extr^mit^s des axes aa et ab. > 

a5 
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a IS. Pour mieux 6tudier cette surface » redkerdhons ses ior-- 
tersections ayec la droite 

pour toutes lies valeurs possibles de • et ( : les coordoim^e» 
de ces intersections sont 

abc abc ^ , abc 



|/i*c*«^+c»a*C»— a*6* ' * \/ 



le radical etant le m^me. Faisant le radical nul ^ ce qui rend 
infinies les yaleurs des coordonn^es > on a 

• # 

d*oik Ton tire 

C = ^- , 

<ic 

Taleur de € (jui sera r^elle pour « ^ -: lei Equations de I4 

c« 

droite qui coupe la surface en un point situe i une distance 
infinie de Torigine des cooidonn4es j deviennent done 



X "= HZ 



9 



y 



_ fezV/a«^c««* 



ac 



Si on ^limine « entre ces deux ^quatioi!is , celle qui en 
r^sultericL etant ind^pendante de « tt C ^ conviendra a toutef 
les positions de la droite^ c'est-i-dire , qu*elle appardendra 
a une surface conique dont le sommet est a Torigine des €oor- 
donn^es , et qui sera asymptote de la surface ^ puisque toutes 
aes aretes ne rencontreront la surface qu'i TJiifini t on troure 
que cett^ surface conique est representee par 

premier membre de la propose ; c*est ainsi , que par rapporf 
a rhypeftbole rapport^e au centre et aux axes principaux ^ 
y^quation des as3rmptotes > 

y == dz -n'a: , . d'oik Ay — B*x* = o , 



&*€8t que le premier itiembre de celle de llijperbole 

Ay — B»a;» = — A*B*. 

221 3. Si Ton fait encore pour x et y les substitutions 

jc = r cos ^ , j^ = r sin ^ , 

d^ja employees dans rellipsoi'de , on trouyera 

Na* — r» (Lcos*^ + M sin»<p) = — i ; 

d'ou Ton oonclut que tout plan men£ par Taxe des z , coup^ 
la surface suiyant une hj^erbole. 

Qi4' Si Ton fait successiyement a: = », y^=S, z = y, 
pptir ayoir les coupes de la surface par trois plans respecti- 
Tenjent paralleles aux plans coordonn^s , on trouyera 

My» — Nz» = 1 — La\ 
Lx* — N»» = 1 — M^, 
La:» 4- My* =a 1 >f- Ny*. 

JUnsi lei sections par des plans paralleles k (xy) , sont des 
ellipses^ et les deux autres sont des hyperboles, 

221 5. Lorsque M==L, auquel cas.^& = a, les sections faites 
par le plan des (ry) et par des plans. parall^Ies^ deyiennent 
des cercles^ et celles qui r&ultent des plans men^s par Taxe 
des z, sont toujours des hyperboles ^gales : done rh3rperbo- 
loi'de est alors de reyolution autour de I'axe des z (197). 

216. Lorsque a est infini , auquel cas L = o > la propos^^ 
deyient 

M^» — N** =t: I , OU N** _ My* =r — . 1 , 

et elle reprisente un cylindre perptndiculaire au plan dea-^agp) , 
dont la base ou la section par le plan des (zy), esT one 
1i)rperbde. ^ 

225.. 
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S17. Nous avons tromr^ phis hant oette ^qoatioii de la 90^^ 
bee cojuque asymptotique de Ilijpeiboloide 

SSL secdon par nn plan sturant faxe des z,eat 

Na*— r* (Lcos^f + M sin*f ) = a, 

^piadon qui represente demt lignes droites menees par Toriguie, 
ce qni est le caractere des surfaces ooniqaes^. Pour L =M» 
c'est-a-dire , pour rhyperboloide de rerolntion autonr de Faze 
des z 9 cette surface couique deyient 

tontes les generatrices font, done des angles eganz arec Vaxe 
des Zf et le cdne qni a son sommet a Torigine ^ derient on 
c6ne droit a base circnlaire. 

Surface illimitee dans tons les sens^ ou hjrperboloide 
a deux nappes y represeni/ee par F equation 

Lx*— My* — Nz»= I , 
au b*c*x* — a*c*y* — a*b*z* = a*b*c*. 

di8. Les sections principales ont pour equations 

b^z' + c'y + i'c* = o : 

les deux premieres faites par les plans des (pcy) et des (xz) , 
sont des hyperboles; la troisieme par le plan des (zy) est 
imaginaire ; ce qui indique que la sur&ce a des nappes, ish- 
finies dans le sens des plans (ay), (xz), entre lesquelles il 
reste un espace vide dans lequel est 8itu6 le plan des.(jf£). . 



V 
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aig. Seus les li3rpotheses j:=o et ^=o, ap=:o et 2=0, 
les axes a et y sont imaginaires *, pour y^=o et «=o, on 
.trouf e' x==±a: axnsi la surface n'a que deux sommets ireeLi 
sur I'axe des x. 

2220. Si Ton combine T^quation de cette surface ayee les 
suivantes ,- 

* = **> .y = ^*> 

ainsi que nans yenons de le faire a I'^gard de la premiere 
espece d'h jperbolo'ide , on trouye pour les coordonnies det 
intersections ^ 

abc abc ^ ' abc 



et pour le radical egale a zero ^ 



\ 



ac 



valeur r^elle pour •*>-;> et imaginaire sous la relation 
inyerse. Si on ^limine m entre les Equations 



X = MZ, ^ y = 



oc 
on bbtient cette Equation 

JVa?*— a*c*y*— a»i*»* = o^ 

qui est celle d'une surface conique qui est asymptotique de 
rhyperbolo'ide a deux nappes y et dont le aommet est Forigine 
m^nie des coordonnees. 

afli. Si Ton fait dans la propos^e^ 

^ = rcos^, a = rsin9> 
r^quation resultante 

Ljb» — r* (M coa» ^ + N sin» f ) =2 i\ 
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oo 

I* ( M co«*^ + N sinV ) — La?* = — i , 

rtprtseDte la cotipe de la snrEsice par un plan suivant Faxe 
des X , conpe qni est nne hyperbole : la surface sera de r^-* 
Tolution autonr de cet axe , poor M = N , ou pour fr = c. 

add. On pent encore conper cette surface par detf pfain» 
respectiyement paralUles aux plans coordonnis : en faisant 
'j: = «'. on tromre 

pour A^a, la section est imaginaire; pour «3c a> die est 
un point « et on a les deux sommets reels de la surface; 
pour « ^ a y on obtient des ellipses dont les dimensions ang^ 
mentent avec «• Pour j^=Cet£ = y^ on obdent des hy- 
perboles. 

r 

aaS. Ce qui distingue essentieHeBient cette surface de la 
pr^cMente ^ c*est rinteryalle qui s^are les deux nappes. 

aa4' Dans Fouvrage ayant ppur titre : Application de FAna* 
lyse a la G^om^tne, a I'usage des Aleves de r^cole Polytech" 
idque , M. Monge dexuontre que toute surface du second degr6 
peut' ^tre engendr^e de deux mani^res' (fifferentes par un cercle 
Tariable de rayon , dont le centre se meot sur un difun^tre de la 
surface > et dont le plan demeure paralUIe a lui-meme ; et il 
tire de la cette conclusion , qu*il n*existe aucun point sur la 
#nr&iae du second degr^ par lequel on ne puisse faire passer 
deux circQn£erences de cercle qui soient entierement anr la 
surface. Pour 6tablir cette proposition » 21 ^oupe la #pbifee 

a** ,-f- ^* 4" z* = ** 
par un plan 

z = Ax -f- ^* 

et il obtient la projection de la section sur le plah des (xy) } 
H coupe ensuite la surface du second degr^ par le meme 
plan, et il en txouve la section pffojetiemy 1^ jaj^eglan (xy) ^ 



r 
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^uia il identifie ces deux projections par des valeurs r^ellea de 
A , B et r qui sont ici les ind^tenniuies de la question , en 
tenant compte des signes de L, M et N qui sont les caracte- 
ristiques de cbaque surface : il trouve par cette analyse , 

I*. Que Tellipsoide est coup6 suivant un cerde par le plan 
qui passe par Taxe moyen ab , et qui fait ayec le plan (pcy) , 

c /a*^ ft* 
un angle dont la tangente = - i/ rj -j ; 

d*. Que rhyperboloide a une nappe est coup^ suivant un 
cercle par un plan passant par le grand axe sa , et faisant ayec 

le plan {xy) \m 4uigle dont la tangente = 1/ — 



— *• 



-he*' 

3^. Que rfayperboloide a deux nappes peut £tre co«p6 
smy^iit des ceicles , par des plans parall^es a celni qui passe* 
rait par Taxe moyen skb , mt qui ferait ^ ayec le plan dea (xy) ^ 

, c /a» 4- i* - 

u angle ayant pour tangente - w ^  , 

Mais comme chacune de ces tangentes a deux valeurs ^ il y a 
done deux positions du plan s6cant : d'ailleurs M. Monge a d6« 
montr^ , dans Fouvrage cit6 plus haut^ qiie toutes les sections 
parallMes d*une sraface du second dep*^^ sont semUables et ont 
leurs centnes suj^ un diametre (aoa). Done, etc. 

DE§ SIJIIFAC3ES DfiPOURVUES DE CENTRE. 

2s5. Nous avons trouy^ (^99) V^^ ^^ sortes de surfiuses 
etaient representees par 

AT* + fy* + *« = o : 

c'est ce qu*on peut encore demontrer comme il suit. Par I'unt 
des extrimit^ du grand axe na de rellipso'ide 

menons des parall^l.es aux axes principanx aa, ab , qc : les 
nouvell^s coordoim(esd*un point quelconque, seronta>Hz=^^^ 



• - M L. 
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y bt z; ensorte'que par ces substitatioiis dass Teqnation pre-- 
c^dbnte y on aura celle-ci 

On a deja vu (ao5) que I'ellipse intenection de rellipsoid^ 
par le plan (xy) , a pour equation 

et on sait(io3) que le demi-param^tre de cette ellipse , c'esN 

La 

a-dire , Tordonnee du foyer, ^ = — i ensorte que reportant 

cette yaleur de y*^ dans Tequation precedente, on trouve 
i»=a* — P*; mais P ^tant Tabscisse dufojer, comptee du 
centre, et p celle du m^e foyer, comptee ^« Torigine, on a 
P::sa — p, ce qui donne « 

i* = suip — p*. 

On tronyerait de m^me, 

c* == aap' — p'% 

p' ^ant la distance de Forigine au foyer de Tautre sectioa 
faitiedans la m^me surface par le plan (xz,). Substituant ces 
yaleurs de b"" et c* dans (2), et reinpla9ant a/ par x, on 
trouve 

(acp— pOKaiap'— p'O (a:*— aor) +«'«'] + c*(acp^— T>'*)y^=b. 
L(»8qQe le centre s*61oigne a Tinfini , les quantites p et p' iie 
changent pas , mais a ^^00, et par la I'^quation deyient 

pa* + py — 4pp'x = p ; 
de m^me forme que (1), et nous la representerons par 

Nx = U' + My, 

» 

f^uation qui ne foumit que ces trois combinaisons de f ignes ^ 

Nx = Lz* + My, 
Nx = • La* — My, 
Nx = — L»» + My; 
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or les deux derniires 6tant de m^me forme , tout ce que 
ron dira de Turie pourra s*appliquer a Tautre, en changeant 
Taxe des z en cfelui des y , et rteiproquement ; ensorte que 
^nous n'aurons que les yariet^s donn^es par les deux premieres 
equ^ons. 

Du paraboloide elliptique dorme par 

,Lz*H-My*=Nx. 

aaG. Les trois sections principales sont 

la premiere de ces Equations donne I'origiBe; les deux 
autres representeot des paraboles dont le grand axe est 
celui- des x. 

Paura:=ii; j^==C,'«=y, on trouye^ 

Lz» 4. My = N», 
. La* = No; — Mff», 
My* = No: — IV- 

Ainsi les sections faites par des plans paralUles anx plans 
ipcy) et (zx)y sont des paraboles y et les sections par des plans 
paralleles a celui des (2y)> sont des ellipses dont les dimen^ona 
augmentent ayec « } et dont les centres sont sur I'axe des x: 
c*est pour cela qu*on a 9omm6 cette surface pam&o/oiicls 
elliptique* • 

La surface en question ne pent s*tondre qu*i droite du 
plan (zy). 

2227. Toutes led sections faites par des plans suivant 1' 

^es X , sont des paraboles dont on pbtient T^quation 

faisant , dans la propos^e 

( • 
* 8= r sin,^ , ^= r^cos f. 



y 
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ce qHi donna 

•t ia surface est de f eyolution antour de Taxe des x pour 
L = M y auquel cas lea sections par des plans perp«idici»« 
laires i I'axe des x , sont des cercles. 

Du paraboloide kjrperbolique donhe par 
Lz» = My» — Nx. 

aflS. Nous prenons la troisiime £qqati<HL Les sepdon* prin* 
eipales sont 

la premiere Equation reprisente le syst^e de denx droite» 
qui se coupent a rcnriguie; les denx autres r^r^entsBt ^des 
paraboles construites dans les plans Qcz) et (xy) snr I*axe 
des X et sur son prolongement. 
Pour x = «> ^3=C, * = y, on obtient 

La* _ My = — N#, 
Lz» = — Nx + MS^, 
My = No: + Ly* : 

let deux demiires appartiennent i des paraboles , et la pn»- 
sai^re repr^sente one l^eriiDle sltu^ dftns un plan paral- 
Ule k (zy) , ce qui a fait donner & cette surface le noni de 
paraboloid^ hyperboUquBf Pour det •plans s£cans , 4 gauche 
du plan {zy) > « devient n^gatif , et les hyperboles inteiM^ 
tions de la surface par ces plans , sont representees par 

La* — My = N«. 

S23. Si dans I'equation 
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siction de la surface par le plan des (xz) , nous reprisentons 
(fig. iSi)[^*2 P^ -^ ^^ yaleur de x, cette Equation doonera 

Si a la distance AP on m^ne un plan parallele a (zy) , la 
seodoA faite par ce plan ^ aura pour Equation 

La;* -, My == N X AP; 

Faxe r^el de cette li3^erbole sera la valeur de % qui r^pond 
ay=o, c*est-a-dire ^ 

N - — • 

z» = J- X AP = PM ; 

4onc les sommets de Tbyperbole 

L«» — My = — N«, 
teront aur la parabole 

iBn faisant X = — * «. 

A mesure que le plan s^nt ^ et parallile i {zy) , s'approche 
^® (^J^)> I'^^c ^^^I ^^6 rhyperboje diminue jusqa*i deyenir 
nul^ etpour x=ro on a deux droites. 

s3b. L'equation de Tinteyseddon jde la surface par un plai^ 
men^ suiyant I'axe des x ^ est 

» 

Nx = i*(Mco8*^~L8in»^), 
en posant toujours . ' 



% 



:=: r sin f |. jr £= r cos ^^ 

 »'■ I »  II ■— — ^— — — — ^B^ 



n Vojet , snr cetC« figure, ce qui H\ dit^aSa) rehtiTcmaM an ptnboloide 
IiypfrlK>I^pe. . . 
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mUe repr^sente one parabole qui a son soinmet k I'origkMM- 
ou r estnul. Cette parabole se prolonge^t k rinfini^ doit renccm- : 
trer le plan parallele a (zy) , mene par PM^ (fig. 168) : or 
tout poLQt de cette parabole appartenant a la surface > et 
)*hyperbole qui passe par M ^ contenant tons les points de cette 
aurface , qui sont dans le plan pacallele a (,yz) mene par PAi^ 
il 8*ensuit que la parabole doit passer par deux- points de . 
Thjperbole , qu'on trouvera en faisant x = AP dans I'equa- 
tion pr6c6dente > ce qui donnera 



■r = + v/ 



NX AP 



M cos*^ — * L sin* ^ * 
NXAP 



M cos* ^ — L sin* ^' 



ainsi ces paraboles coupent I'fayperbole en deux points, et 
les arcs d*hyperbole entre cbaque sommet et ce pointy sont 
^gaux. 

/m 

On observera que pour tang ^ = 1/ =-, rdeyient infini^ 

ce qui s'accorde ayec la position des plana asymptotes qua 110119 
allons determiner. 

' a3l. Soient, a cetefiFet, 

z = tcx , y :=z Sx: 
liquation de lH sunace deviendra 

L#6*a?* = MPx^ — Nx, 
tfoA 

N 

X = , X = 



et consequemment , 

« = o, a:=o, y=^o, 

' -^ '■ ' _c_JL_ ' _" _JL_ 



DV SECOND DEGRE, Sjjf 

-potir M ^ e 1/ p , on a 

»=oo, ar=oo, ^ = 00; 



^v^i' 



I'^imiuatioD de « (»)nduit a ce resultat 
La* — M^ = o., 
qui est le premier membre de I'^ijuation de la surface , et 
^i repreaente deux plans asymptotes de cette surface, xavoir, 

plans suivant Vaxe des x,. et qui renfenuent toutes iea 
asymptotes des hyperboles dont on aait d'aillenra qoe lea 
centres sent sur I'axe des x, et dost l«s ^l^mens de position 
^es asymptotes , soat ind^pendans de  

aSa. Tout ce que nous avons dit sur les surfaces .du second 
degre, representees par les reduites 

le trouvera r^som^ dans ce qui suit : 

Ellipsoide. 

 Le point A ( fig. iG^) ^ant I'origine des coordonn4es et ' 
le .centre de la surface, I'eUipse (1) est la section de la sur- 
face par le plan {xy) ; I' ellipse (2) est sa sectior — '- -'— 
(xz) , et I'eUipse (3) <est sa section par le plai 
a^ea de ces trois ellipses sont aa, ab , ac, on 
S^^S', et S , &', S", S", S", S'- sont. les six somm 
ia sai&ce. 11 faut^coucerpir lescmitres A'.et A* 
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SS' de h section (a) snr Taxe SS' de la section (i) , ct le 
{dan de la section (a) ^ qui est celid des (x%) , perpendkuUdn^ 
au plan (xy) de la section (!)» plali horizontal ; enin Taxe 
S'S" de la section (3) sur I'axe S*S* de la section (i) , et le 
plan de (3) qni est celui des (yz), en m^nae temps per* 
pendicnlaire a celoi des sections (i) et (a). 6i du point A 
on A^, comma centre > avec le rayon AS' = A'« = 6^ on 
d^crit un arc de cercle qui coupe Tellipse (a) aux points m. et 
a , les deux droites mm' et AA^ ou aa' et AA^ d^tenninent 
la position des plans qui coupent Tellipsoide suiyant un cercle. 

Hjrperboloide a one nappe. 

Le plan {xy) coupe cette surface suiyant Tellipse (i) > 
(fig. i65); les plans (xt) Ht (yz) la coupent suiyant les 
hyperboles (a) et ^ ; S^ §', S% S* sont les quatre sommets 
r^ls. n faut encore conceyoir les deux centres A^ A" en A , 
Taxe SS' de la section (a) sur Taxe SS' de la section (i) , et 
le plan (xz) de la section (a) , perptodiculaire au plan (xy) 
de la section ( i ) ; enfin I'axe S''S' de la section (5) sur Taxe 
S'S' de la section (i) , et le plan' (yz) de la section (3) perpen-* 
diculaires atix plans (xy) , {xz) des sections (i) et (a). Si da 
point A*, comme centre , ayec A"* = AS = a , comme rayon,* 
on d^crit une circonf(§rence qui coupe Thyperbole (3) en met a, 
les deux droites mm^ et AA', ou aa^ et AA'' d^ermiueront la 
position des plans qui coupent Thyperboloi'de suiyant un cercle. 

Hjrperboloide a deux happes. 

Le plan Hxy) et le plan {xz) coupent cette .surface smyant 
les hjrperboles (i) et (a), (fig. i6Q ; S et S' sont les deux 
seuls sommets r6els de la surface. II faut toupurs ie repr^ 
senter Taxe SS de la section ( a ) suiyant Tiaxe SS^ de la 
section (i), et le plan {xz) de la premiAre section perpen*- 
^iculaire au plan (jcy) de la seconde. L'hyparbolo'idc k de«i 
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fXBppe9. est ^ompod^e de deux sni&ces iiotles qtti laissent 
^ntr'elles uft espace ind^fini , yide et Iknit^ par lea cdnea 
as}i3»ptotiquea de la surface , dont le spmniel! oommiin est ek 
A, tandis que la surface byperlxdoide i ttoe nappe , est con- 
tinue et fo^^e d'hjrperbolea dans des plans par I'axe des s » 
dont les alces sont tous les diamtoes de Tellipse (i) , (fig. i65 ) » 
et les sommets sotxt toiis les poiiits de cette dtipse* 

Fardholdide elliptique. 

Les paraboles (i) et (9)^ (fig. 167)^ sont les sections de 
la surface ^ par les plans ( xy ), {zx) : TorigMie A des 
coordonn6es , est le sommet commun k ces deux paraboles ^ 
qui ont pour grand axe celui des x, qui est la commune 
intersection de ces plans perpendiculaires Tun a Tautre. Alors le 
plan (zy) touche la sur£a(ce en son sommet ^ et les plans paral- 
Ules a (zy) la coupent suiyant des ellipses. Les droites st , sY, 
s^t", etc. sont les traces des plans paralMes aux plans {xz) 
qui> corame ces demiers, coupent la surface suiyant des pa- 
raboles dont les sommets sont en A, s^ s\ s", paraboles qui 
sont les m^mes que celle de la section (a) [[^. 

Pambolo'ide hjrperbolique. 

Les paraboles (.1) et (12) sont les sections de la surface^ 
par les plans' d^s i^y) et des (xz) : les axes principaux de 
ces paraboles p sont Taxe dey x y et il faut conceyoir que le 

t^3 Les sections paraH^es an plan (xz) sont (aa6) reprcfsenl^ par 

Lb* =l^x -^ MC*, C ^tant la disunce compt<^e snr Taze des jr ,.dn plan 

de la section parall^le k celui des {a:*) ; or , pour "Hx -— MC* ^ o , on a 

s == o ^ done le sommet de tonte parabole dont le plan est parall^e k (xz) , 

MC* 
est snr la parabole de la section ( i } : en fkisant x =; -^ -f- X , 019 a 

hz*=2hX. . 
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^ommet A de 1« section (pi) itant r^uni att tothincit A de }a 
section .(i)i et Taxe principal de la section (s) 6tant le pto* 
longemeat de celui de la section (i) , a gauche de I'origine A, 
le plan de. la premiere section soit perpendiculaire a celui 
de la seconde. Toutes les sections faites dans la surface / par 
des plans parall^Ies i celui des iyz) , sont des hyperboles 
dont les sommets sont sur la parabole (a).. Les droites ts , 
€s'f fs"^ etc. sont les traces des plans paralleles a celui des 
{xz) y qui coupent la surface suiyant la parabole (2) : les som- 
mets de ces sectiofis .paraboliques ^ sont A^ s ^ s\ s", etc. Les 
droites tif, tif repr^sentent les intersections de la surface par 
le plan des (yz). II faut encore se representer les deux plans 
asymptotes de la surface ^ conduits suiyant I'axe des or, et 
•qui contiennent les asymptotes des hyperboles dont les som-* 
mets sont sur la parabole (p). 

f 

d35; n sera, faciltif Ai discuter la surface de Tequation 

Aa* + By + Cx=: o, 

comprise dans T^qnsition ~ g^n^rale du second ordre entre 
trois yariables; c'est potarquoi nous nous dispenserons de nous 
y arr^ter. 

234* ^^ pcut aussi rapporter les intersections des surfaces 
par un plan , k des coordonn^es prises dans ce plan. A cet 
efiFet, on fera z'=:o dans les formules (3i, chap.XVIII) , et 
dans les seconds membres de ces formules ^ on a]outera ce,.C, y, 
coordonn^es de la nouyelle origine , par rapport a Tancienne. 
' Ainsi on emplbiera ces formules 

0?,= x'cos4' -^ y COS 9 sin 4^+ «j 
J' = -r a/'sin 4/ 4. y cos^S cos ^}^, + ff, 
z = — ysin 6 -|- y^ 

et on substituera ces yaleurs de ^ty » 2 dans T^quation 
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qui repr^sentent les 'surfaces qui ont un centre, et celles qui 
en sont depouryues > rorigine ^tant d'aiileurs sur un point 
de la surface. 

Mftintejdant ^ si Ton yeut que rintenection soit un ceicle, 
on disposera des ind^termin^es 4 et 6 , de telle mani^re que le 
coefficient du rectangle ^tant nul y ceux de o^^ et y^ soient 
^gaux et de m^me signe; et on trouyera que ces conditions 
sont remplies par les deux Equations 

^^H cos* fl sin» 4* + H' cos* e cos* 4 + H'' sin* I 

— H cos* 4 — H' sin* 4 = o , 

tin 4 cos 4 COS fli = o , 

qui seryent.a d§termi]ier 4 e^'^* La seconde Qst satisfaite par 
cos fi = o , et la premiere donn6 



tkng4 = =ty|^: 



la realit6 de tang 4 exige que la quantity sous le radical , 
sbit positiye. Nous ne pousserons pas plus loin cette question , 
sur laquelle nous renyoyons a Texcellent Traite de J^. Biot^ 
et nous passerons a des applications des formules ci-dessus. 

 - . * •  ' 

Equation deV intersection de la surface conique par 
* ' im plan. 

235. Nous regarderons toujourslasurface conique comme en*« 
gendree par le mouyement d*une droite qui , dans toutes ses po- 
sitions y est assujetie a passer par le m^me point dpnne de 
Tespace y et par tons les points d*une circonference donn^e 
dans le plan horizontal (chap. XV) ; rexpression analytique 
de cette generation , sera Tequation de la surface conique : 
nous couperons cette surface par un plan , et il s*agira de 
trouyer Tequation de la.courbe d'intersection. 

Les Equations d*tuie droite assujetie a passer par un point 

aS 
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aiy y, %' cTw rwj-*^® (%• ^^9)> *^^ (chap. XVI>s 

(i).... X— a;'=a(z— O, y— /=*(«—»')• .(a) h 

la courbe indiyidueUe qui dirige le monvement de la g^h£ra-^ 
trice y ^ant un cercle dans le plan horizontal (xy)> peut Stre 
considMe comme Fhitersection d'une sph^ par ce plan » 
«nsortequ'on aura C88 ^qnadona de lasph^ et dn plan 

(3) a:» + y+a» = r*, a = o (4), 

r designant le rajon. Les equations (i)^ (s)^ (3)^ (4) doiyent 
ayoir lieu en m^me temps : or cette demiere rMuit les troia 
premieres anx suiyantes^ 

X — a/ = — Oft', y — y = — ftai', y* + a:* = r', 

dont les deux premieres donnent 

substituant ces yaleurs dans la troisi^me^ on trouye cette eqoafr- 
tion de la surface conique 

a:'»— ^aai^'\' aV*4- / *— afcy V+ ***'* = »* (5) ; 

rempla9ant a et & par leurs yaleurs {Hri)»es dans (i) et (2) ^ i 
Teffet de foire rentrer dans (5) les coordonnies gin&iales x , 
y, z de tout point de CQtte surface, pnisqn'elles sont celles^ 
de la generatrice dans toutes ses positions, chl trouye enfin 

. ='--(y+ap'») (6). 

Transportons maintenant Torigine des coordonn^ du point 
A qui repr6sente Torigine, au point S ou au sommet du c6ne 
(fig. 170) , en laissant les nonyeaux axes parall^les aux axes 
primitifs , et d6signons par X , Y, Z les poiats de la surface 
rapport^e & la nouyelle engine , celles du centre A rappoite 
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a rorigine S, ^tant a/, y\ z': noii3 aarons ces relations 

ces yaleurs reported dans (6) donnent, apr^s les r^ductiona 
^ et le changement de X , Y, Z en o:^ ^^ 2, 

(x'*-+y^^— r*) z^+i^' (x»+y)— fla/»'x&— »yz'^« = o (7). 

Nous sttpposerons maintenant le odne en qttestion coup6 par 

^ un plan perpendiculaire a celui des (^xz), et nous chercheronsles 

Equations de la courbe d*intersection pour les diff^rentes positLooA 

da plan secant ^ cette courbe ^tant rapport^e kips coordonnees 

prises dans le plan coupant. 

Soient(fig. 1 ji) Y'KX' ce plan coiq>aiit , N I'origine des coor- 
donnees rectangulaires x", y^ des points tels que M de la courbe 
d*interseotioii , coordonnees oomptees de N sur NX*' et sur une 
parall^le a Taxe KY'' men^e par N dans le plan coupant : 
designons par 9 Tangle du plan secant avec le plan horizon- 
tal y et par « , y les coordonnees de la nouyelle origine N 
rapportee A Tancienne S : on aura ces relations 

a: = Sp 4- NP = « + a:*' cos 8 = a -f- ttix", 

2i=:Np + PM= y +X'' sin l = y 4* i«:'. 

Substituant ces yaleurs dans (7), et repr&entant a:'*+y* — r* 
par p> on aufacettft equation g^nerale deTinfersection^ apres 
avoir chang6 x", y", z" en x, y, z, 

a'*y* — Qnyz'xy 4. ( pi** 4. m V* — amrufy ) x» 

— ^yy'yly 4- fl {jp^n 4- «ma'* — mns!^ — ymx^z') x 
4-py* + «'2^'*— 2-^xV = o (8) , 

laqnelle, sous les abr^yiations 

a''=iA, — a/iyV=:B, pn''^m*z'^ — am/ixy— C, 
— 2yyz' ==? D , 2 (py/J.4- «WMi'*— mnxW-^ ymafz'^ =«: E ^ 
py»4. n V*— a«yxV = F , 
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deyitot 

Ay+Bxy+Cj^ + iDy+Ex + Vi=zo (9), 

qui est Tequation g^n^rale du second ordre entre deux ya-* 
riables , discutee (chap. IV ). "^ 

ExaminoDS les iuteisectious- dues aux diyierBes positioiiB du 
plan secant. 

Supposons ce plan men6 par S> et de plus rorigine N 
en S(fig. 171) : on a 

r 

^ = o , y =5: o , d^oii D = o, E = o, F=50, 
et r^quation (9) se r6duit i 

Ay + Bxy + Cx^ =z o, ' 

qui represente deux droites menses par Torigine S, lesquelleji 
font deux aretes du cdne ; ces droites peuyent itre reelles 
loutes deux ^ ou imaginaires , ou se r^duire k une droite 
luiique^ suiyant les relations * 

B»— 4AC>o, < o, =0. 

Si le plan coupant^ que nous supposerons toujours passer 
par Torigin^S^ yient a coincider ayec le plan primiiif YSX^ 
on aura 

sinfl = nc=o^ cos 4 :s m = 1 » ,«s:0, y = o , 

et r^quation (g) <leyient 

y* + ^ = o> 

Equation d'un point qui est Torigine. 

Par l*axe AS du cdne (fig. 17a), et par une paralUIe au plan 
Que), menonsun plan qui cou|)era la base du cdne ^liiyant le 
diam^tre BD ^et sa surface *suiyant les .ar^es SB , SD parall^lids i 
au plan (xz) , et supposons que le plan coupant.deyienne^aral-' 
i^le a SB« Si sur les Coordonn^es du centre A de la base » 



^ K 
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compt^ei de S ^ on constrJUt un parallelepipede , on aura 

« 

fl = EBF et tan6 9 = gg=^^-p=-, 

d*oi^ Ton conclnt 

( na^ — ma' )• =5= i*/iV 

^t J en d^Yttloppant ^ 

• • • 

n^a/*'-^ skmnodz' '^^ m*z'^ — i*n^ = o. . . .(lo)^ 

et consiqaemment cette caracteristiqiie 

B»— 4AC = — 4a'* (— ny + p/i*+ m**'*— amna/a') • 

= — 44'»(7iV*— a7iMia:V+mV*— i*n*)=o.. .(u); 

en rempta9ant p par sa yaleur et tenant compte de Teqnation 
de condition (lo). On a donc^ pour cette position du plan cour 
pant qui donne une courbe indefinie dans tin sens ^ et linut^e 
dans Tautre , c*est^''dire, la parabole, 

^ = _?^|J2±±.^/[;a(BD-aAE)x + B«-4Ari. 

Pour «:?=: o, r=:o , le plan coupe le cdne suiyant I'arlte SB,; 
aloiB, comme on Ta yu plus haut^ D = o^ £=o^ F=;o, et 
Ti^quation pr^cMente deyient 

_ ^ 



A. / 



Lorsque le plan s6cant est parallele a Fautre^arlte SD , on a 

> - 

EF a' n 



*"S« = m=]?T"r = 



771 



et on retombe sur T^qiiation de condition (i i) : ce plan coupe 
alors suiyant une parabole^ le cdne inf^rieur oppos6 par le 
;K)Qunet.a celni que nous aybna condid£r6 jusqu'ici. 
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Snpposons qu'i partir de la position parall^le k SB ^ le pi 
coupant 8*mcline vers le plan horizontal > de mani^ k rencontrer 
les deux cdnes oppose : il r^nltera de cette position dn plan 
one conrbe ind^finie dana les 'deux sens^ form^e de deux 
branches tracees snr les deux cdnes ^ et qui est llijperbol<? ; 
mais alors 

tange = J<^?^, doii (no/— m*0*<^% 

c*est-iirdire, • ' 

„ V* — amnxV + m V — r*i»* < o , 
ct de li » 

caract£ristique de Hyperbole. 

Snpposons enfin que le plan conpant trarene le cftne BSD , 
position qui sera donn^ par Tbypoth^e 



n ^ %' 



tang « = — > -J ; 

on en d^duiia 

— 4&'* (nV*— aronx^a'+roV*— »V) = B»— 4AC<o. . . (iS) , 

caract^stique de I'ellipse qui est , en effet^ la courbe d*inter« 
section : elle peut ^tre un cercle ^ et nous redierdierons la 
position correspondante du plan secant. II fant que T^qnation 
de Tintersection soit de la forme 

^4- X*— ayy — im/x -f- y* + a/* — ?* =s o 

( chap. X) : on a done en m^me. temps A' = G, B =: o ^ 
c*est*«a-dire , 

f?n» 4; toV» — 2mnxfz' = z'* , ny^z' = o : 
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Equations qui reyiennent a celles-ci : 



Ainsi^ Tune des racines est 



y * . — = o. 



^ = tang « = o ; 

donc^ eoimne oa le asit, la sectibn est circnlaire lonqae le 
pljm conpant est parall^Ie a la base du cdne : la premiere 
de ces Equations admet encore la racine 

 

mais laaeeonde ne pent deyenir nnlle pour oette yalenr de 0^ 
qu*autant qu*on a en m^me temps y -sslo, anquel cas la 
condition B = o a tonjours lieu : sous cette hjpoth^se , le 
centra de la base du c6ne , est dans le plan (pcz)^ qui deyient 
le plan par I'axe, et il s^agit de trouyer la situation du plan 
coupant. On a (fig« 173) 

AB = — = r, AG = a/, SG=«', BG=:a/-^r. 
a 



Posons DBS =? B ^ BDSs D> lies formules trigonom^triques 
connnes donneront 

™*^" "■' i+tangB.tangP* 
or 

.,^ DG a;'+r' 

done 
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et consequ^mmeat^ 

tang « =5 --» tang (B — D) ; 

« 

done si Ton m^ne la ligne R3R de maniire qne I'angle, 
SBR = D, on aura 

tang R'BD=— tang KBQ:=z— tang (B — D) =tang*. 

Ainsi line section par un plan perpendiculaire a BSD^ sni-^ 
yant la droite RR'^ ou toute autre qui lui soit parall^le , s^a 

cireulaire. • 

Lorsque x' = o , la seconde valenr de tang 6 deyi'ent'tiQlle ^ 

les deux sections se confondent y et alors le c6ne est droit, en 

observant qu'on a deja y = o. 

Faisons en m^me temps y'zizo, a/ =o dans r^quation(8) : 

aloTs Faxe dti cdne coincide ayec Faxe'SZ, et cette Equation 

«eaimplifieet deviant '-  

+ -V— fr-r^o 04): 

les coeliicieps A> B > G sont ici 

A = z'% B = o, ^C= — r*n* + »iV: 

et la caract^ristique de la parabole deyient — 4AC ; mais 
oomme le coefficient A ne peut 6tre nul y il faut que 

C = — r*Fi» + mV» = o : ^ 

ainsi ^ pour la parabole , T^quation (i4) se reduit a 

2i'y + a (— r*y7» + i*7n«'*) x + «V»— r»>» == o. . . . .(i5) : 

Faxe des x dirise done la courbe en ^eux parties 83nnetriques ; 
le soinniet est le point d*intersection de cet axe ayec la courbe^ 
Pour ce sommet on sCy =r o^ et la yaleur correspondante de X ^^ 
^tant, d'apr^ (i5), 



x= 



a(«ni4'''— r*y»)' 
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si Toll prcnd NA = X(fig; 174) > on aura 

NP =: NA + AP, 
ou 



X 



= X + a?, = X, ,+ 



dont la substitution dans (i5) donne 

a'*jf» + a*C *'"*'* ■" yw^*) 0:1 = 0, 
,, .jc'est-a-dire • 

j^ — flpx, = o, ou j^f— lapx = o (16) > 

en posant 7^ = p , et changeant Xi en x : alors 

»•?  • * • ' 

le nouyel axe des y passe par le point A ou il touche la 
courbe. • 

Si Ton suppose Tangle au centre du cdije, =100', ce qui 
est une particularity de plus , on a ces consequences , 

rj=iz\ 71 = sin 6 =: --7- , m = cos 6 = y ; 

et si Torigine . N est sur un . point de Far^te SD , on a de 
plus « = y , ensorte que p = « ^/a j'^et I'equation de la pa- 
rabole deyient 

y» = a»r|/fl (17). ' 

Pour Tellipse et llijperbole , les caract^ristiques se rMuisent 
i— 4A-C<o, — 4AC>o pour a/=o, y== o : or a 
cause de A positif , il faut qu*on ait pour . Tellips^ 

C = — r»7i» + m^z'* > o , 

et pour rhyperbole , 

C = — r*7i*"+ mV* < o. 

Ne considerons d*abord que la premiere de ces deux courbes , 
qui est toute entiere sur Tune des deux surfaces coniques 
oppos^e par le sommet, D*abord F^quation (i4) indique qu'a 
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chaque abseisse comspondept deux ordoim^es igales et de 
diflPi^rens signes : I'axe NX est done sym^triqae dans la courbe ^ 
et les points A et A' dans lesqaels cet axe est rencontre 
par la courbe^ en sont les sommets r-l'^qnation (i4) donne 
pour abscisses correspondantes , 

Pour construire ces intersections , nous poiterons de K en C 
la longueur l^i'^^ 

V 

pxiis de C~ ea A et de C en A', les longaeort 

i»n — >m) rz' _ . . 
^ ^ !»»»'»-- r»n« — + ^' 

le point C sera le centre de la courbe^ et on yoit que la 
parabole n'admet pas de centre. 

Pour transporter Forigine de N en C^ il faudra ^tablir entre 
les abscisses NP = x ^ CP == Xi , la relation 

X = X, -f- CW , 

et remplacer x par cette yalenr dans (liQ ; mais pour abr^ger 
le calcul ^ nous poserons 

ensorte que le r^sultat de la substitution seia 

+ ••»'•— rV = o, 
leqael, apris avoir eiFectn^ les op^atioos et chang^ x, en or. 



a'« 



deviendrm 

^y+t»V-r-»-}cc^(^2]^ = (,8), 

jqnatioQ de I'ellipse au centre. 

L'^quatioii de la courbe rapport^e an sonunet A comma 
ori^e des coordomi^, sera 

i'y + {mV* — T*n*^3^ — a («n — ym) n'x (ig). 

Koos arons d^ji tronv6 1'exprettion de CA qne noitt nom- 
* merona A :pomr avtur CBi <m ferax=:o dgju (18), ce qui 
donnera 

CB = B = ( •"—^1' 
Ym'z'*—~r^* 

He ces ezpreuiona de A et B, on d^dnit 

__ -,j , 

B. — <*"-»" y^ 

B* ^ (nwi — vm)r 

T ? • 

ensorte qne I'^qnation (18), divis^e par z'*, devient par !e 
£ut de ces subadttitlons , 

A'y*+ B*x^ = A'B' (ao) , 

et r^qoation (19) , diTu^e par x", se cliange dam la snivante, 

A'y* + B*x* = aAB'a: (ai). 

Si Ton snppoae Tangle an centre dn cdne , = lOO* "" - 
r=:z', et apT^ la diviaionpar x,'',\ea ^qnatioiu (18) ' 
deviennent 

y+(™.-„.)».-fc^=^i" = o c«) 

y+ (m'— b') x*— 9 («— ym) « = o . . . . . (aS) 
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si de pins on fait 9 := aoo', auqael cas n =o, ms=— - i ^ 
A = y, r^quation (as) donne < 

jf*+ a:*— 3/*=o, on 3f*-f-jp* = A*,. 

Equation d'nn cercle rapport^ an centre , et dont le rayon est A. 
Etafin siOr=:o,^ = o^ T^qnation (aa) devient 

y + a;» = o, 

et Fellipse d^g^nire en nn point qni est le sommet du cdne. 

Pour Fhyperbole , les denx branches se tronvent snr les snr-^ 
faces coniques oppos^es. On portera encore les longueurs NG , 
CA ^ CA'^ deduites de T^qnation (i4)> de N en C et de C 
en A et A^(fig. 17^. Pour transporter rorigine'de M enC ^^ fl 
faudra encore faire dans (14) , 

substitution qui ram^nera a T^quation (18) : et pour transpor-.' 
ter I'origine du centre au sommet A , on posera dans celle-ci; 

et on sera conduit a la transfoim^e 
*'*y + (»»*»'* —!*»•) a:* t|- a («»— >m) rz'x (a4) ; 

n^ais la yaleur de y correjspondante a x = o > laquelle ^tait 
reelle dans Fellipse rapportee au centre, deyient imaginaire 
pour rhyperbole caracteris6e par 

mV» — F^n* < o. 

Ici nous prendrons pour B, non plus I'ordonn^e correspon- 
dante 4 x = , comma nous Tayons fait pour Fellipse , mais. 
seulement le facteur r^el dans cette ordonn^ei sayoir^ 

alors on a 



B» mV— 



r*»* «. (<n — ymyr^ B*__ (an-^ymy 



A* a'» '" — tn^^m^^'^ ^ A 



\ 
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tea siibstitutioiis faites dans les ^qnationd (18) et (jijQ , lea re^ 

duisent a 

Ay. — B*x* = — A'B* (a5). 

Ay — B*x» = flAB'x , 

et si Ton compte les abscisses positiyes de A yers A^ c*est-a-« 
dire , dans le m^me sens que celles de Tellipse ^ cette derniere 
Equation deyient ^ en changeant x en — o^ ^ 

Ay — B*x* IF — aAB»x (aG). 

Pour Tangle au centre = 100^ et 9 = loo**, auquel cas 

r = aj', re=s 1 , m = o^ « = A = B, r^qiiation (a5) se change 

dans celle-<;i 

^ — a?* + A* =; o, 

et alors Thyperbole est djte ^qoilatere. Pour « =x o, la courbe 
d^genke en deux droites 



»* 1 
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CHAPITRE XX. 

Du plan tangent aux surfaces du second degre. 

aSG.dl Ton imagine un plan tangept a une snrEsice oouibe 
quelconque ^ et nne suite de plans qui passent par le point de 
contact > et qui coupent la surface et le plan tangent^ les sec- 
tions faites sur la surface courbe , auront respectiyement pour 
tangentes ces droites intersections du plan coupant et du plan 
tangent. 

R^ciproquement^ si tant de droites qu*on youdra sont tan- 
gentes k une surface courbe , et ne fonnent qu'un seul et 
m^me contact, elles seront situ6es dans le plan tangent a 
cette surface , et elles d^terminerontce plan , puisque chacune 
des courbes passant par le point de contact , ne comporte 
qu'une tangente. 

Pour obtenir Tiquation du plan tangent , il ne s*agit done 
que d'exprimer alg^briquement qu*une droite est assujetie 4 
passer par un point d*une surface, et a lui £tre tangente 
dans toutes les positions. La methode que nous allons expo- 
ser , et qui est analogue a celle dont on a fait usage (chap. IX) , 
•*applique aux surfaces en general. 

Nous repr^senterons par 

Mz*+ Ny^4-Px^+ M'z4- N'j^4- P^x^- K = o (i) , 

I'equation des surfaces du second degr^, qui comprend en 
effet^ celles qui ont un centre et celles qui en sont d^pour-* 
yues. Si x\ y\ z' sont les coordonnies du point de contact , 
on aura 

Mai'» + Ny* + Px'^ + MV+Ny+P'a;< + K = o...(a),. 
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Tes Equations dea projectioss d*une droite meneea d yolont« 
par ce pointy sont 

a: — x' = a(a — a'), j^ — y==4(« — «') (3), 

et il 8*agLt d*as8uj^ cette droite a toucher la sm&ce au point 
afy y', z\ dam tontes ses positioiu. Pour transporter I'ori^e des 
coordonn^es k ce m^ine pointy et rapporter ceux de la surface 
courbe k des coordoxm^ polaires (igS) , on fera dans (i) , 

x=Rco8 9cosf +0^, ^=:Roos6sinf+y, £=RsinO-^£'^ 

ou^ pour abr%er, 

xr=Rpwi + a:^, jr = Bpn + y, z=:R^ + *', 

p itant = cos t , m±=s cos ^ ^ 7i= sin f , g = sin 4 : on aura 
pour r^sultat de ces substitutions , 

M (R(7+ zO*+ N (Rp7»+ j'O* + P (Rpm+ oO* 
+ M'(R(7 + +N'(Rp»-l;-j'') +1^(1^^+3:0=0:' 

le d^veloppement de cette Equation sera yisiblement de la 
forme 

^R«+ifR + { = o, ou R(^ + ,) + {: 

•r pour que la droite devienne tangente k la surface , il faut 

que les deux valeurs de R soient nulles , condition qui exige 

qn'on ait 

{ = p. If = o : 

mais (=o r^pdte T^quation (a) ^ et la quantity 9 est la sdmme 
des coefBciens qui multiplient la premiere puissance de R : 
^nsorte qu'on a cette unique condition 

«= fl%*'+ aNp»y+ uPpmx' + TA'q + N>» + P>ro = 0; 

diyisant par q , et faisant attention que (p^. SS^) 

mn cos 6 cos a ptt cos 9 sin ^ , 

a smS a sm9 
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il viendra . ^ . . « 

flMa' + flNiy + flPax' + M' + N'4 + P'a ...... (4) , 

Cette equation £tant la seule qui existe entre a et 6 ^ il s'eiisuit 
que la position de la tangente , est absolument arbitraire : 
eliminant a et 6.au moyen des Equations (3) qnidoitnent 



x' 



z — z" z — z 



b=l=X: 



on' trouvera , en reduisant a Taide de la relation (a) , 

+ MV + Ny + Vx' + flK.= o (5) , 

oil X ^ y yZ sont les coordonn^es de la tangente au point x\ 

y^ tI dans toutes ses positions : cette Equation est d'ailleurs 

•celle d*un plan^ et conseqneniment, celle du plan' tangent. 

Lorsqu'on se propose de mener un plan tangent a une surfaco^ 
courbe par un point exterieur x", y'\ z", Fequation (5) qui 
ne change pas de forme ^ deyient 

(aMa'4- MO a"+ (aNy + N' ) /+ (aPx^ + P') x* 
. +MV-|-Ny + P'a;' + aK = o......(6), 

x\ y, a' etant les coordonn^es du point inconnu de contact : 
en eliminant succesniyement deux des trois inconnues , x' 
et y, par exemple, entre cette equation et celle de la sur- 
face^ on arrive aux Equations des projections des courbes 
de contact sur les plans (j^2)> (xa). 11 est a propos de remar-* 
quer qu*une droite qui passerait constamment par le point 
donn^ x", y , z", et qui , dans son mouyement , ne cesse- 
rait de toucher la surface cou];l)e , engendrerait un c6ne 
tangent a cette surface suiyant une courbe qui serait celle 
dont on yient d*obtenir les projectioois. Si le point donn6 
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x", y'^, z"^ 6tait lumineux , la courbe pr^c^dente. de contact 
separerait v la partie obscure de la partie ^clair^e. 

> 
337. La normale a une surface coud>e itant la droite qui> 
passant par \e point de contact x', y\ z\ est perpendiculaire 
au plan tangent^ ou k toutes les tangentes en ce point, ses 
.Equations seront 

a ^ * 

-y — y = — |(a — z'v 

Pour Vellipsoi'de , par exemple ^ reprisente (ao4) par 

Laf + My* + Nz;* = 1 , 
r^quation (5) du plan tangent deyient 

et cdn;ime les projections de la normale sur les plans (xz) , 
(y2),sont perpendiculaires aux traces du plan tangent, sur 
ces m^mes plans de projection , on aura 



1 



"Ls/ 



i = -^': 



ainsi les equations des projections de la normale deyiennent 

Pour L = N , auquel cas la surface est de revolution autour 
de Vaxe des y (do8) , ces Equations se cbangent dans celles-ci , 

a:<=yz, ^ — y = j^^, («—»')• 

Ainsi, en yertu de la premiere Equation, la normale ren^ 

27 
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contra YiX% ^dm y , cm eelui de rotadon > et tfe^ c« qttl 
arriye pour toiite awftee de reroIutioiK Pom: k sphere , on 
aurait (^07) 

«t cei d^ux ^qMtioiif ^ projecbom tie la. noriMlt 

qni cBient que cette l%ae passe par le centre de la sph^e^ 

fl38^ Th^t)rtee I, Si <iw plans fectangulaires ioucheni 
constammsnt im mime dlipsaide , ou un mime hyperboioide ^ 
le sammet Je tangle iri^dre qn'ils Jbrmenif est toujours sur 
kt surface tCune sphire cmcentrigue a eel ellipsaule , et dont 
le rayon est ^gal a la racine carr^ de la somme des carr^s 
des trois deminixes* 

L*^quation des surfaces du second degr^ qui ont un centre ^ est 



et les trois 



v4 



sf, y.z,'; x', y', «•; ic*, y', z' disignent les coordcwn^e* 
des trou pointt de contact, on aunt ^ 



Aj/»-|- By»+ C2'»=s 1 
Ax'»-f hf" 



+ C2'»=S li 



*rt les ^qtianons des trois plans tangens s^ont 



'x+ B/;y+ Ca-a— ,j 



Pow exprimer que ces plasi sont rectangulaires entr'eux , on 



AUic stiiLFACi;$. 4i9 

^rira (chap. XVQ> probL IX) ces condidoni 

AVx* -H Byjr* + CVa'' = o^ (3) : 

A'sfx" + By/ + CVa"' = oi 

or si Ton fait Aj/ = a , Ax* =::= if', Ax^^^cl" \ By' =: i , 
B/ = y, Bjr-'tiri*; C*' = c, Gf^^f', C«"' = C; lei 
^quatioiu (i) ^t (3) deyiendront 



5c 



6* '. c» 

+ B+C = 



a"^ fc*-^ c"* 

A + £+-C==^ 

«»'' 4-W^-f.cc* s= o[ (5), 

et si > pour abreger ^ on suppose 

' a* + i* + c* ?= JL* 1 
a'*+ y»4-c'^^R'n (6), 

^-'^ 4- y» 4. p** -s ]a*i») 

on conclura O ?^^ ^^ relations (6) et (6) donnent lieu 4 



n Les formoles (t)/(a}, 0) tronv^s (probK II » cbap. XVUI) sap« 
posent, comme on le fait, et comine on peqi d^ailleun Ic conclure det 
relations (17) ^t (18} , (probl. Ill} ^' dans le cat des axes x^, y^, §,' re*» 
tangulaires ^ cei relations , 

m« H* n* -4* ;>• — > 1 

mm' -f- nn' **• p;>' ■?■ ® 1 • 

mm* + nil* H- pp" a— o I (b), 

m'm* -f^ « V Hr A»<f>* 3= o j 

en pdsUnt eos «±±:m) cosCs=ii, cos>=i:pj co8«'sssm', cc»C'=ii', 
cos y' = p' 5 C05 *" »■ jw", cos f " 



m'V cot y*' =»!?*' ; par la mime nlsoa 
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cellea-ei 


ab . a'b' . a'b' \ 
R» ' R'»  R"* ~ i 




ac dd a"c' f 
IP+R'» ' R"^ '~ I 




be l/c' b'c' \ 
R»+R'« "• R"* '~- °] 



(7)- 



g* a'*  g" 
R» "*" R"» "*' R** 



R 



(8). 



R 






»» 



- + — + - 



R' 



Maintenant il est aise d'obtenir une Equation unique entre 



Im formnlef lAsipro^iiw (7), («) et Cg) supposeot Ics reladoni 



I* 4. m'» ^ m"* = I 1 
t« -f. »'• -f. n*» — I > 

!• -*- p'* -f- ;^- = I J 
4. m'n' -f- m'V = o 1 

-f- ny -f- »V «■ o 3 



(3), 



(4), 



^i, conseqnemiiieiit , ont liea en m6ne temps qae les pracedentes; mab 
|«f ^oatioDf (6) et (5) reTieimeiit ii celles-ci , 






RR' 
da" 



+ 



&"« 



R> 

R'» 









RRV 



cc 
RR' 

cc" 

"Er^ 

R'R^ 
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ss^, y, z , et independante dies coordonn^es des points de 
contact : en elFet^ ^levant au carre les equations (22) desplatisr 
tangens , apres avoir diyise la premiere par E ^ la seconde par' 
R'^ la troisi^me par R", et ajoiitant ensnite ces carr& ,.on aura > 
en yertu des Equations (7) et (8) , 

ajoutant de taime les Equations (4)^^ apres at;oir diyis^ I» 
piremi^re par R% la seconde par R'% la troisi^me par R'*> 
on aura^ en tenant compte des Equations (8)> 



done 



i-l-i. -l-JL— -i. I \ I ^ 
a"*'b "^C~R*"*"R'«"*" R**^ 



a-4.y+*-=i + 5- + ^. 



H cUet soni identtqoet arec 


l«s ^nations (a) tow lei hypoch^tc* 


a 










• 


tloac OA es pent conclore 




• R. 




h* 
R» 








ah 
R* 


+ R'- ' fi«. ' 


Si' 




be 


+ tf- '' R"» == *"* 



^J 



4dS Ft AST TAlrGt:itT 

Cest Ainsi quo M« Pt^isson a dlmontrt ce tb^or^me ^4 
M/JUonge^ Aaau 1« n* 7 de la ComspondoMcw surP^coidt 
Polyttcknaiue^ 

a3g. Theor^me II. Lcrsqu*une tof/^ t^oh n^ tst €rfC6Hs-» 
crite d une surface du second eifdre , la lighe de contact de ces 
deux surfaces p est une eourbe p/tme. 

tFne siarboe {S) dtt second oithre iUmt ^nitee, ott petit 
tQUJourt assigner vtae infinite de ftysttoes d'aTtes \ soit rectan- 
' guiaires> soit obliques , tels qua 14 siirfiftC^ y ^tAnt rap^rt^^ 
$on Equation preime la forme 

M»«+ Ny+ Pa7»+ M'a + N'jf + P'o? = (i). 

Si par tin point x\ y^ z\ ptis snr cfette siirfisce > on Ini mene 
un plan tangent (T) > Tequatioh de ce plan sera (a36) 

+ P^x'^- Ny+ MV = (3). 

Supposons , en aeeond lieu y que Ton pr(^se de mener a la 
surface (S) , un plan tangent par un point ext^rieur P ayant 
^i^ty pouf &^^ coordonnees : on cbangera dass (3) x, jr, & 
en « , • , y ^ ^ur dire que le point P est sur le plan tangent 
(T) , et on aura 

( 2Px'+ P') - + (^Ny+ N') f + {fMz,'+ M') y 

+ Fx'^- Ny +MV = o^ 
on 

(aP^ + P*) x'+ <aNC 4-N') y + (2M> 4.M') a' 

+ P'* + N'« + MV = (4), 

• 
y, y, a' etant des coordonnees inconmies. On n^aura done 
entre les trois coordonnees ir^, y, a' da point de contact ^ 
ipie le& deux Equations (4) et (1) , ^n chaogeant dans celles-' 
ci ; X y y , ^ en x\ y\ z\ -iqiiatkms auxquelles on pounra 



rabtdtotr I«i ^qiuitioiis (i) et 

( 2P44. F) X + (!iNtf+ NO y+ifMy + W) z. 



ce poiot ic^ y^z itestcra doaa mditemun^) e*efl^-Hiife ^ ipiK 
y aura nne infinite de points de contact , et eons^qaemnient 
une infinite de plans tangens; ee qat est d*ailleiirs evident. 
Or ces points de 6ontaCt £ta&t donnes par Teosemble des 
Equations (i) et (5) > n^cessairement le plan (5) sera le lieu 
des points de contact, et consequemment fl co«pem la. 
surface suiyant ces points* Hobs ayoos motiv^ cette conclu^ 
sion (83). 

Conceyons maintenant one surface conique curonsente it 
(S) et ayant le point 1^ pour sommet : tons let plans tan« 
gens i (S), nien^s par V , seront aussi tangens k cette siur- 
face conique ; les points de contact de la surface coniqu» 
ayec (S) , seront done les mdmes que ceux de (5) ayec les plana- 
tangens par P \ ces points seront d^tennln^s par rinterseetioa 
de (S) ay6c le plan (5). Doite, etc. 

R^ciproquettieht , tout j[>Ia!i tottpant nne surface du second 
degr^ y determine sur elle la ligne de-cOafeaeC de cette i^ur-* 
face ayec une surface conique circohscrite : pour assigner 
le soitttti^t de cettfe stirface conique > H ne s^agTt que d'ex-^ 
primef €ftt^ le plan est identiqne ayec celui de Tequatioii 
(S)> condition qt^l detenmnera les trois coordonnees u,yC^y. 

±j(o. Th^ortewj IH. 1*. X ptttunpoihiptis nrhittiiitement 
Aths tespact , oA tcfndoit a uM suffdcte du second degrd, une 
inite de plans s^ciins , ek si t<)n cbitstdire huts intersections 
kvtc etttt sutface ^omme Us iignei de contact d^une suite- 
dt stafkcts tonics tirconscrttes , hs sc^mets de ces sur-- 
faces coniques seront tous situ^s sur w% itiime plan; at, si 
rdit citconstrit & une surface du second degf^y une suite 
Se Effaces cOTsiques dbnt hs semmeti MieAt sur un mSme 
pbm y situi Jtwie nuaiit^ quelconque dans tespace^ les 
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plans des lignes de contact de ces iurfaces coniqUes av9C • 
la surface proposie ^ passeront tpus par un mime point. 

Soientg*! h ^ k les coordoimees du point G'de Tespace 
par lequel doiyent passer les plans secans ', 1* Equation ( 5 ) 
aura lieu en cbange^it x , y^z ea g j h , k, eX die deviendra - 

+ P'# + N'f + M> =: o, 
c'est-a-dire , 

(aP^+F)- + (3Nft+N')f + (2]Vtt + M')y 

+ P'g- + N'ft + M'A = o : 

cette Equation exprimant une relation constante et du pre- 
mier degie entre les coordonn^es # , C , y An point P , en 
y changeant m , C , y en x, y ^ z , deviendra celle du lien 
de tous les points P qui repondent aux diverses positions 
que peut prendre le plan' (T) autour du point G ', T^quation 
de ce lieu sera done 

(aP^ + POx + (aNA + NOj' + (aMft + M*)^ 

.+ P'g + N'A + M'ft = O.S. . ..(6) I 

de I^ r^snlte le th^oreme i^. 

a^. Si au lieu d'assujetir le plan (5) a passer seul^ment , 
par un point G, on Tassujetissait a passer paruiie certaine 
droite (M) ; en designant par G et G' deux points de cetta 
droite , et supposant que leurs coordonn^es sont g , fc , fe et 
^f h\ k\ le point P se trouverait assi]|6ti a 6tre a la fois 
8ur le plan (6) et sur un autre , plan dont on obtiendrait 
Tequation en changeant dana (5) , g , h,k en g\ b\ A' : qe 
point P se trouverait done dans Fintersection des deux, plana 
(6) et(6'), c'est-a-dire, qu*il se trouverait sur leur intersection 
(N) , laquelle 6erait une ligne droite. 

De meme que le point G ^tant pri^ arbitrairement , on pept 
toujours assigner un plan.(€) qui ait avec liii la relation 
enoncee dans le ti^oreme pr^cWent , il n'e^t reciproquement 
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aucun plan (6) dans Tespace^ auquel il ne riponde nn cer- 
tain poiht G lie par une semblable relation : on Toit m^me 
que , pour obtenir ce point , il ne s'agit que de consid^rer 
comme inconnues ^ dans I'^quation {6), les coordonnees g*, 
A et 6 du point G , et de les determiner en expnmant qu* 
cette Equation est identique ayec celle du plan donn6. 

A cause de la relation qui existe entre le point G et le plan 
(6) , ce point a ^te appel^ le p6le de ce plan , et on peut 
appeler le plan (6) , le polaire du point G. 

II estais6 de voir que si les sommets des surfaces coniques 
circonscrites , etaient assuj^tisla se trouyer sur une droite> ils 
se trouveraient > par cela seul, assujetis A etre a. la fois sm: 
deux plans menes arbitrairement par cette droite *, qu'ainsi les 
plans des lignes de contact , se trouveraient assujetis a passer 
tous^ar deux points fixes , c*est-a-dire , par une droite joignant 
pes deux points. 

La dtoite M qui doit contenir les sommets des surfaces 
coniques circonscrites , itauat donnee , si on exprime qu'elle 
est identique avec celle qui est donnee par les deux plans (6) 
'et (6^^ on obtiendra quatre equations de relation entre les 
six c6ordonnees g , h, Ji\ ^y h\ k' ', prenant done arbitraire- 
ment k et k^y elles se trouyeront toutes determinees, et oi| 
aura ainsi les deux points de la droite N par laquelle passent 
les plans de toutes les lignes de contact. 

On trouyera dans les Annales Mathdmatiques y torn. Ill , 
n® X> d*autres propri^t^s curieuses y deduites de cette analyse. 



i(s6 r^TCftSK 
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CHAPITRE XXI* 

Etant donnee Sesphce et de position dans tesfmce^ 

ime su^ace du premier ou dm second ordre ^ plaeee^ 

eohune on voudra par rapport aux plans coor^ 

dermis ^ BtabUr f equation num^rifue de 6etiii suf^ 

fact, relativement a sa situation adtuelle^ 

aj^i . 1 1 OVS ayons r^solu (chap. YI) la qnesticm analogue pour 
les cototb^s pliwto tte t>femT«r ordre. 

I**. Potir k plan : W^uation d* eette Suifeifre tit 

Ajet 4- B j^ Hh C2 + D s± o : 

si Toti a uA plafi ^i c()upe )e3 axes des x , y^ ^ K ^es 
di^taticfed d^ Vbrigme , indiquees par les nombrfes 3^2 et 5 > 
oti ant^ ces idetenAinatioiis 

"a'^'^' -b=="^> -g=^* 

d*ou Ton tire ces relations > 

3A = aB = 5C = — D J 

faisant^ par exemp1e> D= 1 , on aura 

ce qui donnera 

lar -+- i5^ -J- & — 5o= a 
pour Tequation du plan. 
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^\ L^^ation gi^&erale des surfaces du second ordre est 
Ar*+B/+ Cz»+ Dxy+Eyz+Fxz+Ox+ Hy+Ia+L =or 
resolue par rapport a z ^ elle donne 



^\A1 



=- 1^^'^^^} 



E*— 4BCf^, a(EF— aCD)^ . F»— 4AC - 

agJ~.CH) g(FI-^) »-4CL n. 

ie pkm diam^e <fe cette surface , a pour ^<|«atioa 

~ bC * 

ct ce plan cotipe la sntface sttiVant ime totrrb^ dont la prd^ 
jection sur 1^ plan des (pcy) , par example , est celle de toute 
la surface sur le m^e plaii , en meme tef&p^ i^u^islle Bst la 
base du«cylindre tangent qui limite cette surface ; on obtien- 
dra r^uation de cette JA-ojeetion , eh ^g^lant i 2^ro le poly-* 
Home eta jt, y sous Ite r&dibal^> en riTet, te radkral tepre-* 
^ntattt ce dont il fatit a«gtti«nter ota dittiintret le z d*nn poitit 
du plan diametral , ptAur airoit le z des pohits trOfrespoiirdaDtt 
de la surface , Tegalit^ a zero du radical n exprime plus quo 
les points du contour de la section , mais independamment da 
la hauteur de ces points au-dessud dn plan (ry) , et "conse-* 
quemment cette relation en x «t ^ enonce la projection ho-* 
rizontale du contour d^ la Deetion. 

Passons k des exemples. 

1®. Soit JLmU ( fig." 177 ) la projection sur le plan des (jy) 
d'un ellipsoi'de ^ dispose de maniere que son pkcn dtametral soit 
parallele au plan des , {xy) y et eleye au-dessu& de ce plan 
d'une quantite = 4 '. soient de plus 

AB =a a , }^' ^ 1^ , B* = 1 ^ CTL =i: CT.^ i:^ i : 
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et snpposoDs que le diametre «CV passe par Tori^ne > 
Tellipse mLmU aura pour equation ( chap. VI) 

Le plan diametre de la surbce , parallele an plan des (pcy) ^ 
aura poor equation 

ensorte que I'^qnation de la surface sera de la forme 

en ohseryant que la section par le plan £ametre z = 4> est 
^gale a la projection horizontale de I'ellipsoide : il ne reste 

done plus qn*a determiner le factenr J^ -, Or les coor- 

donn^es x , y relatives an centre de rellipsoide, sontid 



« 



faisant done x = 5 , y ^^i dans le polynome en x et jr 
sous le radical ci-dessus , la Taleur du radical sera celle de 
I'ordonn^ yerticale de la surface passant par le centre > ti. 
en la supposant egale a ronite > <»i aura 



^ /W—AfiC 



d*ou 

an moyen de quo! Fequation de la surface deyiendrs 

c'est-a-dire , 

4^^* — 4^ + 4y* + 5x»— 3az — a^x + 9G=o^ 



DE LA DISCUSSION DES SURFACE^. ^1^9 

Equation clierch^e que Toil T^rifiera aisement par la discussion, 
Supposons que la tn^ipe projection appartienne a ua ellip^ 
soide incline aur les trois plans coordonn^s, et tels que son 
plan diam^tre^ paralUle a Taxe des y y fasse avec le plan 
des (0:^^) y un angle dont la tangente trigonom^trique soit \ , et 
coupe Taxe des z, au-dessus du plan(xjr), a une hauteur 
^gale a I'unit^. L'equation g^nirale du plan diam^tre qui r^pond 
ii ces donnees , sera 

Ey+Fx+I . 

*— flC • 

pour x=:o, ysso, on a 

I 

* = Sc = ^' 

d'ailleurs -75 == 4 et — = =s o ; done 

z = ix + 1; 
ensorte que 

de plus, pour a: = 3, ^ r= ^ , I'ordonn^e verticale *, comptee 

du centre de la surface > est = 1 ; done * 

> « 

, /E»— 4BC ' „ , E»— 4BC 

ainsi Tiquation cliercb^e sera 

4** + 4j^+ Gx*— 4^sx— 4^?^ — Bz — aox + 36 == o. 

a**. Soit le point O (Eg. 178) consid^r^ comme le resultat 
de la (5bn8truction d'un ellipsoide situ6 an-dessous du plan 
(x^)^ et projete sur ce plan au point O' : le plan diametre 
passe par les points D, E> F donnes par x = AD=: j , 
y= AE =sa^z = AF=i^etonade plus , 

AC = a , CO' = 3. 



L*^<jQ4tiQn du pUn diametre doime pour ^=&P| y^^99 



* = -5c=»' 




pov X = et it; — o , on en de^uit 


* 


Fy + I aE , « , 




enEn poor ^ = o et s = o , on trouye 





aim i le plan diamtoe est reprisenti par 

L'^qoation de la projection O' sera (chap. VI) 

y _ 3xjy + J^ X* — 4ap + 4 = o . 
de nuani^e que celle da rfUipaoi'de , sera 

Substituant dans le polynome en xy, sods le r^c«1 , poiv j? 

et y les yalenrs ACs=fl, CO'=3j «t observaj^l qoe le 

radical est nul, parce que Tellipsoide est cpncegtr^ ^9 (/, il 

yiendra 

E»— 4BC _: o 

rfsultat inditermln^ qu^on ponrra snpposer^ poi^r p\us de 
•implicit^ ,=—*!, ensorte que 

d'o!& rfeulte 

4**+4*j'+8aw>-8af j^+ %«*+ 1 7^'*-8i^4j^a4^-+^fi = ^ ^ 

Equation cherchee. 



]>E LA DISCUSSION PES SURFACES. 4^| 

On transportera I'ori^e au pentre de la ooyrbe par ]«| 
ittbtftttutioDs 

qui donneront 

«t )a tvaoafpnu^e 

4*'*+ 5y+ I7:p'*+ 4*y+8*V— 8a?^y ;;:: Q- 

Si Von rappoitait maintenant la courbe i ses axes priDCipaqx » 
en trouverait nah Equation form^e de la somme de trpis tennes 
po8iti& , 6gale A z^ro ; ce qni annonce que la surface se reduit 
d son centre qui est Tori^ne des coordonn^es. 

.5*. Soit (fig* 179) un byperbolo'ide 4 deux nappes , projete 
%vx le plan (xy), et dont la projection »oit telle qupA ait 

AB = 7, AB'=l, AD=5AO=:=4, OL=OL'=4: 

r^qu^tion de te projeetioa sera ( chap. VI) 

y+«jry+f x*— 8y — -^gp + i^^o. 

Supposons que le plan diametre qui est paralUle i Taxe des x, 
fasse ayec le plan des (xy), un angladont la taogente trigono- 
m^trique soit ^ale a \ y qu*il coupe Yaxe des z en un point 
s = 1 et Faxe n^atif des y : F^quation du plan diametre 
aera 

et celk fie la surface 



-v/{- 



4c 



[y+axy+|x*-8y-.^j. + li5]}. 



Faisant dans le polynome en xy , a; = AO =4* J^ = o, et 

o^snrant quf }a ?aleur cop:e^o«d^R(i9 4h r^^c;^, fHPP9* 



L 
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•6e :=4> ^^^^ ^^^ imagizuiire > on aura 



v/ 



-~|^ X4 = a|/— I. d'ou ^i^=:— ,, 

d'oii on conclura pour r^quatioA cherchee , 

' 36a*-+-45y*+aox»+36yz+7axy— 7flz--32i^— i8ox+5oo==: o. 

4^. Soient (fig. 180) les deuxdroites OS, OR, consid^rees 
comme les traces sur le plan (^xy), d'un sjsteme de deux 
plans tangens i la surface d*un edne dont le sommet est en O , 
plans projetans de la surface « et supposon« qu« ces droites 
soient determin^es de position par AD = 3, A£=:.6> AC = | , 
CO = 3 : les droites OS et OB. auront donarespectiYement pour 
Equations 

J^ + ax — 6 = 0, y -^ ax = o , 
dont le produit sera 

y* •— 4^ "~ 6^ + ^^^^ = o , 

Equation de la projection de la surface coniqne, puisqu^elh 
exprime , independamment de z , le systeme des deux aretes 
de contact, limites de la surface dans le plan (xy). Si, 
suiyant d'autres donnees , le plan diam^tre a pour e<}uation 

z = 4y + Gar, 
Fequation de la surface conique sera de la forme 

Substituant sous le radical , lea valenrs de a: = AC = | , 
^ = C0 = 3, et ^galant ce radical k z^ro , puisque O^estle 
•onunet da cdne situ^ dans le plan (xy), on aura 

E'— 4BC _ o 
4C* ~ o. 

faisant done , pour plus de simplicity , ce coefScient =; -— 1 / 
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iivera pour I'equation cherchee , 

Soit, en dernier lieu, NIN' (fig. 181) la projection sut 
EL {xy) d'un paraboloide tellement situ6 que Ton ait 
a , AE=S, AB=5';.etaoit le param^tre NN'=4\/i3; 
>ii deduira AC = 7, C0 = -~ : Fequation de la projec- 



tojis que le plan diametre passant par Taxe des x, fasse 
» plan (xy) , du c6t6 des y negatives, un angle dent la 
:e trigonom^trique soit =± ^ : Tequation de ce plan sera 

t du p^aboloide sera de la forme 

tajit dans le polynome en xy , les valeurs de AC t=i 7 ,' 
"^ , et egalant le radical a a\/i5 , yaleur suppos^e du 
arametre , on trouyera 

E»— 4BC 

C* "" 

I 

donnera cettq Equation du paraboloide , 

5y» + ga?* + 4zy — lUay+ a^y — l4ox + 556i= O* 

^ laissons au lecteur le soin de yarier dayantage les 
^ J et de les etendre a rhypetboloide a deux nappes, 
^:ns le sens des z ; A ThyperbolQide 4- one seule ndfijie ; 
^iDoloi'de hyperbolique , etc. 



FIN. 



\ 
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ADDITIONS. 



Xious ajouterons quelques qaestiona k eelles qm ont ^ 
traitiea dans les qmnze praaien chapitMs d» ecfe oanngB ; 
niais yd nona nous boiBieroiia atraowlamaidw deaaoliilioH> 
sans entrer dans Lm detaila de ramnaftwreot at da <adc«L 

Problemel. VnpointC(Bg. tSa^tantdonnd dans tangle droit 
YAX f faire passer par C une droite CF de manUre que la 
partie £F intercepUe dans Pangh droit EAF^ soit Sgale a une 
^ longueur donni^ ab. « 

Nous supposerons que le point C soit situe sur la droito 
qui diyise egaleiaaitf Taagle droit YAX, exisorta q^*oaait 

CB = CD = a. 

Supposant connne la position de la droite GF, nous prendrond 
pour inconnue la lon^euK CG=x^le point G ^tant le 
milieu de £F : ainsi on aura 

EG = — = 6. " 

a 

On tr6ave ais^ment * 

BF = </ af+aA^4.^^ ' ft» = fi£+^ 

a?— -^ 

et , aprei l0» rModioiM- , 

xt — a (a* + i»)x*— 6*(aa*— i*) = o^ 
d'ou Ton d^duit 



'. 



Vour tcaaltnoit^, on prendra ' 
•t on aura 



• — % 



Or a.DL £tant PM « on aura a oonstruire let racines 

Si parmi ces racines, on ^onsid^re celle^i 

X = + V DR*+ Pm\ 

«t qa*a cette ligne on a)oute b , on aura la longueur GF telle 
qu'en d&criira&t de G / comxat centre y avac CF comme rayon , 
iin arc, ii coupera XX' en F. Lea deux racing 

•out imaginatrea , en observant qua PM ]> DK» La quatcieme 

vacin» 

donne una seconde sedution* 

En pcenantCE pour inconnue^faisanttonjoursCDsxa, et 
posant EF :^ & ^ on a 

♦t , apfos* las raductioni. , 

x*+ aJx'4- (i*— ao*) or^— fla'ix + a* = a* + a**» ; 

la premier membre est un carre parfait, et^. apr^ Textrae* 
tion de la racine carr^e , on trouye 

ar»+ix— a-^rsia v/?+^> • 
tfoii 

ft ' 
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racmea qae nous laissons a examiner et k constmire. Si Ton 
n*e6t pas suppose le point G k distances ^gales des axes, on 
serait paryenu k des equations du quatrieme degre^ difficile 
4 r^soudre. 

ProbWme n. Un triangle itant donnS , trouver la suite des 
points S intersection de deux droites menses par Us extr^mit^ 
de la base , et assuj^ties a couper les deux autres c6tis en un 
mime nombre de parties proportionneUes (fig. i83). 

Les Equations des droites 

AB ' sont y z=z ^ X y 
•^ X 

CR...... . y = a{x — x'), 

BC ^^-^Ca;-**), 

AR • y ^ ax y 

x' et y etant les aoordonnees du point A ^ et x"^ etant AC. 
On cherchera Tordonn^e dn point R d'intersection des^droites 
AB et CR , puis Vordonn6e du point R' d*intersection des * 
droites CB et AR' ; on egalera ces deux ordonnees fonctions^ 
de a et a y et par la oni dira que la droite RR' est paral- 
l^e a la base AC du triangle , ou , en d*autres termes , que 
les droites BR', CR coupent proportionnellement les'^cdtfo du"" 
triangle : k Teffet de rendre Tequation independante de a et a', 
on remplacera a et cl par leurs yaleurs tirees des equations^ 
des droites CR et AR', ce qui donndra une relation entre les 
coordonn^es de I'intersection de ces droites dans toutes leun 
positions , et sous la condition que leurs points de-rencontre avea 
AB etCB, soient toujoura sur une paralleled AC. On paryiendra 
« ainsi au r^sultat 

tfoi\ 

 y-~<3, y — g^^x" aaf-^x'* ' 
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cette .demise equation .est celle d*une droite passant par le 
sommet et le milien de la base. 

ProbUme III. J&tant donn^es une ellipse et une droite pef" 
pendiculaire au grand dxe , si par tous les points de oette 
droite^ on niine deux tangentes d la courbet les cordes qui 
joindront les points de contact d*un meme couple de tangentes , 

se couperont toutes en un meme point du grand axe. 

• • • ' . ' . ' • • . • . .  ^, • 

^ vN.oiis> deaijgi^erox^ par x' et y' les . coordonnees du point .siu.-' 
p^rieur de contact., et par x'\ y" cellos du point inferienr ; 
« etant Tequation de la perpendiculaire , et C Vordgnnee.du 
point de depart des tangentes d*un m^me couple ^ on ^yaluera 
oi et y' ^ x" 6X. y" au m'oyen des Equations 

Ay»+ BV* == A»B* , A*Cy 4. B*«x' = A*B% 
et on trouyera • . . 

« 

, _ A'B*«4-A'CM ,_^ A»B*<--A*gM 

• * r • • - 

,_ A>B*g+B^i»M ' ^_ — A^B»C4B^, 

: y ~^ N \ ,y ~ . . N . • 

€n observant que 

M = v/BV+A»C^— A^B% N = A*C»+ BV; 

et que y" doit ^tre prise n^gativement , coBime etant I'or-* 
donn^e du point de contact inferieur. La droite menee par 
les points si et y ^ x*^ et y" coupe . Taxe des x en un point 

4 

rempla9ant x', x", y, y par leurs valenrs^ et reduisant; 
on trouve 

Yaleur independant die ?« Donc^ etcv 



i(38 A^noif^ 

Oajp^ut ftttidre m tkhml k la parabola , et tnpposerdftu 
ces courbea ^ que le ]ieu des pdhitB dc d^art des ts^antoi 
conjugu^es ^ soit nne ligne situ^e d'une xnani^re quelconqne par 
rapport aiix axes de la coiirbe ^ ee qui rentrefa daiea la qmi- 
tiorf trait^e (83). 

Probleme lY. J&tant donnis sur un plan plwieurs points 
par leurs coordonndes rectangles , faire passer une droite entre 
ces points, de maniire que la somme des perpendiculaires 
menses des points situn»s i^Un ^nSme t6M pat fitppon A la 
dfoite, soit 4gale 6 hi ifomme de» pefpendicuknp» ma awfe l 
des points siiuSs it t mitre i>M de lu mime dfoiie% 

L*equation de la droite chercli^e , est 

y-Uy+y+y'+^^c.)=a\:x-^(af+x''+x'+eXc.yi. 

y et a/, y" et x", y" ff. x^, ete. ^tant les coordofin^es d^» 
points donDes. On peut rapprocher ce probltoie dtt pto^ 
bl^me ni r^sola (chap. X). 

ProbUme. Y. Vn angle ^tant donnS, ttouver dans tinti^ 
rieur de cet <tngle un point duquel abaissttnt des perpendicu- 
laires sur les ctods de tangle , elks soient dans le fupport 
de m a n. 

Le sommet de ]*ang1e etant pris poor origme > et run de 
ses cdt6s pODr axe des abscisTies^ on doit atoir-(&g. i84) 

ot 

en observant que b'±zo', mais le point 6tant dans Vuit^nenr 
de' Tangle , on a y' < ojf, et 



J ..i» 



dpno 






ynax 



n + m \/i + a* 
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£n supposant le point faors de Tangle , on trouya 



y = 



nax' 



Probleme yi. tltani donnas sur un plan vn cercle CETT' 
et une droiteAX. (fig. i85)| trouver le lieu des centres de tous 
Us cerdes tangens en mime temps a la droite et au cercle. 

Du centre G iki <9erol6 , j^atw^se la perpendiculaire CA sur 
la droite ; ie prands le point A pour origilie ; je pose GA=& , 
at je d&igne par x et y lea coordonnies du centre C du cercle 
tangent a la droite et an cercle donn^ dont le rayon = r. 
On a 

d'oil Ton d^duit 

a?*— ii(*-|-r) y + A* — /* = o, 

Equation a la parabola dont le sofmnet est en S sur Taxe 

b r 

des ordonh^es ', k une -distance y = - : rapportee a ce 

mm 

pointy la courbe a pour Equation 

8(»ifo7^«st le centre du cercle donni, eft la directrice est (^(^. 

he plus petit des eercles Hjpi satisfont k la question , est 
la cercle d^crit du point S ayec SA pour rayon. On pent 
supposer que la droite donn^e passe par le centre du cefcle 
donn6. 

Probltee YII. Deux eercles 4tant donnas de position sur 
un plan , trouver le lieu des centres des eercles tangens d ces 
deux eercles, 

A et A' ^tant (fig. 186) les centres des cei^es donn^ , nous 
prendrcMis Taxe des abscisses suivant AA'^ et le point A pour 
origine : soient r et / les raycftis des eercles donnas , x et y les 
coordoimees d*un point M tel que si de ce point ayec ME > 
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comme rayon , oo decrit ud cercle . il sera , en m^me temps , 

tangent au petit cercle ; soient encore ME=z , AA' :=a : on a 

Am'= Sf* + AP'> Tm'=:MP+Tp', 
c't9t-a-dire , 
(a — r)'=.y+^. (*-»')■ = y+(o — x)'; 
^liraiatnt % entre ces Equations , now aunuu 

-40 Hr-i-j'-a-] a:- [(r-r-)'- i^r, 
eqaation a I'hyperbole , a cause de o > r+ ^j d'oA a> r-^-f. 
Lea coordonn^es du centre, aont y = o, a;= -;r — / est- 

I'axe r^elj le demi- second axe est y y — ^^ — y — —» ** 
r^qnation de t'hyperbole devient 

d'^lenrs comme 



les foyers sent les centres des cercles donnes. L'une dea 
brant^QS de rhyperixile , est le lieu dea- centres dea cerclea 
tangeni enveloppans ; I'autre est le lieu dea centres des cerclcs 
interienrs. On observera que 
AM = a — r, A'M=* — /, d'oi ATfl ^ AM = r— /. 

' On discutera les cas oa les deux cercles aont 4gaax et celui 
de r + / = a. 

^ni. Inscrire une ellipse dans un triangle, de 
'un de ses difim^tres soil situd sur la ligne'qui 
immetet par le milieu de la bate du triangle. 
\ (fig. 1 87) le triangle propos^, AT = n la Hgne qui 
m deux parties , AG = AH=j TB , A A' ^ 9 A', CC 
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z=:aB\ aA'et oB' itant lea diametres conjugu^s : onsaitqne toute 
tangente a Textr^mit^ d'un diametre , est parallele an conju-* 
ga6 ; done GH est parallele k CG'^ et reciproquement : les 
deux c6tes TG, TH etant tangens a la courbe , et le point 
T etant sur le diametre AA'^ laligne MAT qui joint les points 
de contact , sera parallele a CC^ ( 83 ^ ou Addit. , probl. Ill )s. 
On a pour ^cpiation de la courbe 

A'y+B'*a:» = A'*B'% 
et^ en in^me temps^ 

A'»y* + Vv* = A'*B'*. . . . • . (1) , 

• . * 

x', y etant les coordonn^es des points de contact M et M'. 
Pout dire que le point M est sur la droite TH ^ on fera la 
proportion 

AH : PM :: TA : tp; 

tfoi 

y==J(»-A'-y) (a), 

Equation qui exprime en m^me temps que le point M' est sur 
le c6t6 TG. II reste a exprimer que les cotes TG et THsont 
tangens k la courbe en M et M^ : a cet efTet^ on obserVera que 
la soutangente TP du point M ;, est 

A'*— a:'» • 
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LA. 
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x' 
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d'ailleurs 


y 
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TP 
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— A' 


- x'; 


done 
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^^ 


A' 


^^^ 
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A'»— 
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' • • • • 



X 



(3): 



on n a que trois Equations et les quatre inconnues a/, y. A' 
et B' a evaluer. Mais si Tellipse doit toucher le c6t4 TH en 
ton milieu ^ on a de plus Tequation 

y = ?.... .(4). 



Puisque ^' = — , on a 

o 

Talenrs qui , reporti«s dans les ^fpiationd (i) et (3) ; , les 
cbangent en celles-ci 

d*ou 

Iqrenant done sur AT une longueur AO =: s > ona le centre 

de Tellipse dont nous aUons constroiFe les iQces pafitsipaidc. 
On a trouv^ (68) 

2 A = l/[A'*4-B'*+a A'BYin 8] + v/CA'*+B'»— aA'B'sm •] . 
qB r= v/[ A'»+B'*+flA'B'sin fl] + v/[A'*4.B'*— a A'B'sin 9] , 

A etant Tangle entre les diam^tres A^ et B' : or si du point C, 
«xtr^mit£ du oonjugu6 de AA^ on abaisse une perpendieakth^ 
Cp sur AA', et si Ton prend CR = A', on aura dans le 
triangle CRO > 




•*f*^-^^-mm»^m^tmm»^»m 



KO = V C'R + CO + aC'R X C>; 
et en observant que G^p= B' sin , on aura 

RO = ]/l A'* + B'*+ flA'B' sin 9 ]. 

Si Ton prolonge Cp d*une quantity C'R' = A', le tritogle 
COR' donneni • 

R'O = V'crV CO*— aCR' X Cp, 

done 

R'O == V/CA'« + B'* — aA' .B" sin 9] -, 

et eons^quemment , 

aA = RO + R'O , aB = RO — R'O. 
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II ne reste plus qu'a connaitre rinelinaiawii de Tiin tics axes 
•ur le diametre. A cet efFet , on partira de ces rektioiw 

" B* 

ta»g«ta»g«' = — ~, 

tangV-.*) = tangB r=ie^ 
•' — • ^tant = 9 , (juantit^ connue : on e^ tire 

tang . = — L._ U 

On examinera le cas du triangle iso$cele et celui du triangle 
Equilateral . 

Probleme IX. Si Ton iivise (fig. 1 88) en un meme nombre jt^ 
parties dgales , deux droites AB, AC yfaisant entfellei un angle 
quelconque lipids si ton joint successivement tous les points de 
divisiotf. de la pr^mi^re droite , en cammengant par B , avec 
tous les points de la seconde, en commengant par i , les inter- 
sections de deux droites pHses dans tardre de ce trac^, seront 
snr une tottrbe Jyaraboliq^e. 

Joignons les points B fet C : soient A Torigine des cbordon- 
n^es ; !a droite AT, parallele a BC, Taxe des ordonn^es •, la 
droite AH joignan^ A avec le milieu fi de BC!^ Taxe des abs- 
cisses : d^igBQ'ns par 4 Tune MM^ d«8 divfsion^-egfdes de AB ; 
par b Tune mm' des divisions egales de AC ; par n le nombra 
des parties egales de AB «t BC : soient enfin AH = p , 
BH = HC = q» II 8*agit done de prouyer que rinterse^OnJJ 
des deux droites Mm ,M'm' est siir une parabdjC. 9i A^C0fflp% 
le nombre des divisions contenues dans AM An arura * 

AM =r az , MB =;=(/i — z) a,Tm 
Amis:(n-^2-{-i) 6, mCzz (*»^i )i, 

hes triangles semblables AMP , .ABH doBHenl 

n n ' 

Ap = e — , P^ = ^—r;, — ^ 
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on trouye de la m£me maniere, 

' AM' = (z+i)a, M'B = (it— «— Oa, 
Am' =3 (/I— a)i, mfC = bz , 



7t 



/I 






p 771 z=: — — — » 



L'equation de M771 sera 

•^ 71 P (2a 71— f)\ J» / 

celle de M'771' sera 

_ q(z+i) _ <y(7t + / p(z+i) \ . 
y n p (aa — 7i4-i)\ '^ / 

^limbaat z entre ces deux equations, on obtient une relation 
entre les coordonn^es x et ^ du point de rencontre, qui 
parce qu*elle est ind^pendante de z , a lieu entre les coor- 
donn^es des intersections de toutes les droites menees comxiiQ 
celles que nous venons* de considerer : cette relation est 



pny^ — 39* (71 -}• i) x + pq* {n -f- a) = o. 



Posant 



,uite 

27^( 71+0 

^ pn 

d*une parabole rapport^ a nn systeme de 
es. 

JVouver le lieu du sommet iun triangle 
AB est donn^e ( fig. i8g^) , et dont les deux^ 
angles DAB , DBA sur cette base, out ime diffiirence donnd^ 
et constahte. 




base 
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Soient AB = dc , A rorigine ^ AB I'axe des abscisses y et 
les axes rectangolaires , k la diffi^rence des angles ^ et t sa 
tang^nte. D'aptes T^nonce ^ on a 

A— B = i, d'oA ^ = iL±4 et a' = -^^^, 

a' etant la tangente de Tangle DBX^ et a celle de Tangle 
DAX : on a done 

pom: Equations des droites AD^ £D : ^liminanta^ on tronve 



ac 



j^* + -- yx — re* + acx y:=z 



o, 



Equation d'une hyperbole 6qnilatere^ qu'on pent transformer 
dajaa celle-ci ^ ^ 

y^ + j x'y — a:'* + c* = o : 
rapport^e a ses asymptotes , cette courbe a pour Equation 



[Voyez la solution donn^e (probL XI, chap. XIII)]. 

Nous aurions pu multiplier ces sortes de questions ; mais 
nous n aurions fait qu'aj outer , peut-^tre sans fj^tf^^^bwejlp 
lecteur , quelques pages de plus a cet ouvrafip^)a^<^Vt4i|i^^ 
mineux ; nous laisserons done aux Professmi^/fuL jpudrdnjt ^^ 
bien en faire le texte de leurs le9ons , le loiqr ^m 

• X. •• -■• "-^ 



lement ces additions. 
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